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INTRODUCCIÓN 


Las matemáticas son uno de los conocimientos más antiguos y más necesarios en 
la historia del género humano. Podemos buscar sus orígenes en las primeras 
civilizaciones, tales como la egipcia, griega, china y la árabe, las cuales 
aportaron importantes conocimientos a esta disciplina y desarrollaron complejos 
sistemas matemáticos (Coronado-Hijón, 2014). 


No se comprendería por tanto, la civilización humana sin el conocimiento de las 
matemáticas. Su utilización funcional es necesaria para las personas que 
participamos de esta sociedad, como medio de comunicación y comprensión de 
multitud de fenómenos que nos rodean. La alfabetización matemática es junto a 
la alfabetización de la lengua, las herramientas sociales de la humanidad. 


Pero si el aprendizaje de la competencia matemática es uno de los conocimientos 
más necesitados en la alfabetización socio instrumental de los sujetos, también 
es uno de los más difíciles de adquirir. Los niveles de fracaso en el aprendizaje 
matemático son preocupantes, especialmente en los últimos cursos de 
escolaridad obligatoria. Los resultados de estudios internacionales como el 
Trends in International Mathematics and Science Study o el Programa 
Internacional para la Evaluación de Alumnos de la OCDE (PISA), muestran que 
el aprendizaje matemático es el que presenta mayor porcentaje de fracaso 
(Coronado-Hijón, 2017a; Mullis, Martin, Foy, 8: Hooper, 2016). 


El cálculo es un componente esencial en la resolución de problemas aritméticos, 
y éste es uno de los contenidos más importantes de las matemáticas, junto a la 
geometría, la medida o la probabilidad. Es por ello que un elevado porcentaje de 
las dificultades de aprendizaje de las matemáticas tiene un origen aritmético, 
donde el cálculo representa un papel esencial (Orrantia, 2006). Las habilidades 
numéricas y aritméticas son predictores críticos del futuro éxito o fracaso 
académico matemático (Orrantia et al., 2017). 


En palabras de Martin Gardner (2008): 


No hace falta decir que jamás aprenderás álgebra ni ninguna rama más elevada 
de la matemática si no sabes muy bien aritmética. Pero aun cuando nunca 
aprendas álgebra, verás que la aritmética es esencial para cualquier profesión que 
se te ocurra. Una camarera tiene que sumar una cuenta, un agricultor debe 
calcular los beneficios de su cosecha. Hasta un lustrabotas debe saber dar el 
cambio correctamente, y eso es pura aritmética. Es tan importante para la vida 
diaria como saber atarse los cordones de los zapatos. (Gardner, 2008, pp. 1). 


La perspectiva educativa de las dificultades de aprendizaje del cálculo 
aritmético, que aquí se presenta, destaca como una actuación básica para la 
atención educativa, las potencialidades de la evaluación inicial formativa 
criterial en la identificación y dimensionalización (Coronado-Hijón, 2018a) de 
las dificultades: 


De una concepción «selectiva» y «clasificatoria» de la evaluación educativa se 
ha pasado, por efecto de muchos factores, a concebirla como una actividad 
educativa de marcado carácter formativo que se pone al servicio de la re- 
orientación de los procesos de enseñanza y aprendizaje en general, y de las 
decisiones correspondientes en particular. Es decir, que la evaluación hoy se 
entiende como aquel aspecto de la educación que tiene como objetivo básico 
informar para tomar las decisiones curriculares y/o educativas que se consideran 
pertinentes en un momento determinado y en relación con el sujeto evaluado 
(individuo, aula, centro, ... ). Este cambio de óptica evaluadora, desde una 
perspectiva claramente cuantitativa y nomotética, como no podía ser de otra 
forma por los objetivos perseguidos con la propia evaluación, hacia otra más 
equilibrada desde el punto de vista metodológico y marcadamente criterial en 
cuanto a su referencia de comparación (Vidal, 2001, pp. 121-122) 


Partiendo de esa identificación y dimensionalización de errores específicos que 
nos aportan pruebas analíticas de evaluación criterial de las dificultades de 
aprendizaje aritméticas, desde esta perspectiva educativa se sitúa la instrucción 
desde conceptos socioconstructivistas inclusivos, enmarcados en estrategias y 
metodologías que tienen como finalidad la atención educativa adecuada a esos 
trastornos, para la mejora y optimización del aprendizaje de todo el alumnado 
afectado, a lo largo del continuo de dimensionalización que pueden presentar el 
grado o severidad de estas dificultades de aprendizaje (Coronado-Hijón, 2018a). 


Este trabajo que a continuación se presenta, pues, no pretende ser un manual 
para la didáctica de la aritmética sino un recurso específico docente para 
entender, evaluar y atender educativamente las dificultades de aprendizaje del 
cálculo aritmético a lo largo del continuo de dimensionalización del trastorno de 
aprendizaje que pueda presentar el alumnado (Coronado-Hijón, 2018): 
Mathematical Learning Disabilities; Mathematical Learning Difficulties 8£ Low- 
Performing. 


CAPÍTULO I 


Comprender 


Para evaluar hay que comprender. Cabe afirmar que las evaluaciones 
convencionales de tipo objetivo no van destinadas a comprender el proceso 
educativo. Lo tratan en términos de éxito y fracaso... el docente debería ser un 
crítico y no un simple calificador (Stenhouse, 1984, p. 166). 


1.1 La competencia aritmética. 


La aritmética es la parte de la matemática, referida a los números y a las 
operaciones y cálculos básicos que pueden realizarse con ellos: adición, resta, 
multiplicación y división. Su desarrollo es fruto de la madurez cognitiva del 
sujeto en la interacción con los objetos y la mediación de los instrumentos 
socioculturales de su contexto. 


El conocimiento de las operaciones básicas surge a partir de los aprendizajes 
informales y formales del conocimiento matemático. Las investigaciones 
cognitivas que han estudiado el desarrollo de las habilidades para el cálculo han 
establecido que esta competencia requiere de la integración de una serie de 
esquemas “protocuantitativos” (Resnick, 1989, 1992) con la experiencia de 
contar (Gelman éx Gallistel, 1978; Fuson, 1992). 


Esas estrategias de conteo que utilizan inicialmente para sumar y restar, se van 
haciendo más complejas con el uso y la práctica, ampliándose a las operaciones 


de multiplicar y dividir, cuya práctica las hace interiorizarse en esquemas de 
memoria que posibilitarán posteriormente la “recuperación de hechos 
numéricos” (desde la memoria a largo plazo semántica) para la solución de 
operaciones de cálculo (Carpenter £ Moser, 1984; de Corte €: Verschaffel, 1987; 
Fuson, 1988, 1992). 


Las investigaciones de Gelman y Gallistel (1978) sobre el desarrollo temprano 
del conteo, supusieron un punto de inflexión al demostrar que, contrario a lo que 
pensaba Piaget, los niños preescolares muestran una sorprendente competencia 
cognitiva en el desarrollo de las nociones numéricas y aritméticas, donde la 
habilidad del conteo es un aspecto relevante y cuyo recorrido va desde una 
aritmética informal y contextual hacia una aritmética más formal basada en la 
asimilación de instrumentos culturales como las palabras numéricas y el conteo. 
Investigaciones en esta línea han mostrado que ya desde los 14 y 24 meses de 
edad, los niños pueden desarrollar nociones matemáticas básicas con sentido de 
adición al incremento de objetos, y de substracción al decrecimiento (Mix, 
Huttenlocher €: Levine, 2002). 


La enseñanza de las matemáticas en la educación infantil y primaria tiene como 
objetivo el desarrollo del sentido numérico; esto implica comprender qué son los 
números, como se representan con objetos o símbolos numéricos y en una 
secuencia o serie (recta) numérica, las relaciones entre ellos, las estructuras o 
esquemas semánticas, así como la utilización eficaz de los números y las 
operaciones en la resolución de problemas. El sentido numérico requiere de la 
competencia de comprender, contar y nombrar los números. 


El National Research Council estructura los contenidos de aprendizaje referentes 
al número, en tres bloques: números, relaciones y operaciones (NRCG, 2009). La 
secuencia numérica es, junto con la cardinalidad, la correspondencia uno a uno y 
la escritura de los símbolos numéricos, uno de los cuatro aspectos del bloque del 
número en los primeros años de escolarización (NRC, 2009). Estos cuatro 
conocimientos van progresivamente asimilándose y relacionándose, 
posibilitando así el desarrollo de los siguientes bloques de contenidos, referentes 


a las relaciones y operaciones entre números, con significatividad lógica. 


Desde los niveles parvularios de educación infantil, el alumnado va realizando 
un desarrollo progresivo del "sentido numérico" (Butterworth, 2005). El 
conocimiento intuitivo, flexible y racional de los números que denominamos 
sentido numérico, comienza con actividades de clasificación, ordenación y 
relación de objetos (“más que”, “menos que”, “igual”,...), continúa con el 
aprendizaje de la secuencia numérica hasta la decena, y prosigue su desarrollo en 
los niveles escolares superiores con la realización de tareas escolares con 
números más grandes, fracciones, decimales, porcentajes, etc. Es por tanto, el 
desarrollo del sentido numérico, el objetivo general al que tendrán que confluir 


los demás objetivos específicos educativos del área matemática. 


La enumeración como competencia (velocidad y exactitud) para identificar 
conjuntos de objetos, por lo general entre 1 y 8, activa dos sistemas para 
enumerar, siendo más fácil esa destreza, con conjuntos de menos de 4 elementos 
(subitizing), que la habilidad para enumerar conjuntos de más de 4 objetos 
(conteo). 


A partir de los dos y cuatro años, los niños son capaces de estimar el cardinal de 
un máximo de cinco elementos con solo visualizarlo, sin realizar actividades de 
conteo. Pero cuando el cardinal es mayor requieren la habilidad de contar, que 
aún no tienen adquirida. Esta capacidad de estimación intuitiva del cardinal de 
una colección pequeña, se denominada subitización (subitizing). Clements 
(1999) diferencia la subitización meramente perceptiva de la subitización 
conceptual que se desarrolla a partir de los cuatro años. 


En los primeros años de escolaridad, son; la subitización, las experiencias de 
conteo y numeración, las que van posibilitando la consolidación del sentido 
numérico. 


Entre las primeras experiencias infantiles con los números, son especialmente 
relevantes aquellas en las que se etiquetan éstos con los términos culturales o 
palabras numéricas o numerales, formando una sucesión convencional numérica 
O serie numérica: uno, dos, tres, etc. 


Fuson y Hall (1982) identifican en el aprendizaje de la serie o secuencia 
numérica, dos fases que a veces se solapan: una fase de aprendizaje de la 
secuencia convencional en la que todas las palabras numéricas están conectadas 
en forma continua y una fase de elaboración, en la que la secuencia es 
descompuesta en palabras con relaciones entre ellas. 


La comprensión numérica de la serie está basada en la idea de que los grupos de 
objetos constituyen magnitudes susceptibles de ser representados por números 
en palabras y números arábigos. Estas palabras y números, cuyos valores 
cardinales denotan cantidades, pueden ser ordenados sistemáticamente de menor 
a mayor (Sarnecka €: Carey, 2008) y forman parte de lo que se ha denominado el 
sentido numérico. 


El desarrollo del lenguaje posibilita la designación de estimaciones y 
comparación de tamaños y magnitud, como menor, mayor, más o menos, etc... 
Estas experiencias de relaciones numéricas son el basamento del posterior 
desarrollo del número y la aritmética, y es por ello que han sido denominados 
como esquemas protocuantitativos, (Resnick, 1989). Estos esquemas 
relacionales van a posibilitar el posterior conocimiento representacional del 
sistema numérico. 


Los primigenios esquemas de comparación citados, a partir de los tres años, dan 
paso a otros dos más específicos: el que interpreta los cambios en las cantidades 
como un incremento o decremento y el que posibilita las relaciones parte-todo. 
Estos esquemas permiten el conocimiento informal de la propiedad aditiva de las 
cantidades, basada en el principio de que todo es mayor que las partes. 


Aunque estos esquemas de relaciones y razonamiento protocuantitativos son 
prerrequisitos del desarrollo matemático posterior, este conocimiento intuitivo 
necesita del conocimiento representacional (el conteo) para conjugar de manera 
adecuada el afrontamiento y resolución de tareas cuantitativas. En palabras de 
Montessori (1934), “El cálculo, no es sino una ulterior abreviación de la 
operación de contar”. 


Es a partir de los tres años de edad, cuando el desarrollo de la habilidad de 
contar (conteo verbal) y de los esquemas protocuantitativos va configurando los 
primeros conocimientos cuantitativos. 


El conteo es la actividad de designar, numérica y correlacionadamente, con una 
palabra, cada elemento de un conjunto. La competencia en tareas de 
cuantificación básica, requiere del conocimiento conceptual del conteo, basado 
en los principios de: correspondencia uno-a-uno, de orden estable, de 
cardinalidad, de abstracción y de irrelevancia (Gelman $: Gallistel, 1978). 


El principio de correspondencia uno-a-uno; consiste en identificar cada elemento 
de un conjunto una vez y solo una. Para conseguir esta habilidad, es necesaria la 
coordinación de dos procesos: partición y etiquetación. 


El principio de orden estable, determina la necesaria secuencia coherente para 
contar. 


El principio de cardinalidad, que establece que el último número contado, 
representa la cantidad de elementos que contiene el conjunto (el cardinal). 


El principio de abstracción, que posibilita la aplicación de los principios 
anteriores a cualquier tipo de conjunto. 


Finalmente, el principio de irrelevancia significa que no es relevante para la 
identificación cardinal, el orden por el que se realice la secuencia numeral de los 
elementos de un conjunto. 


Son los principios de correspondencia, estabilidad del orden y cardinalidad los 
que facilitan las experiencias procedimentales para el conteo de un conjunto de 
objetos, con las que se va asimilando la secuencia numérica convencional o 
enumeración. 


La abstracción y la irrelevancia del orden posibilitan la comprensión de las 
características no esenciales del conteo, flexibilizando y generalizando su 
aplicación. 


La integración funcional de estos elementos posibilita en el niño un 
acercamiento a la resolución de problemas matemáticos de manera informal y 
contextual, hasta los siete u ocho años de edad, cuando la comprensión 
significativa del número en actividades de cuantificación permite alcanzar con 
dominio la habilidad del conteo. 


Es decir, el dominio del conteo comprende el recitado de la secuencia, la 
correspondencia uno a uno, y el principio de cardinalidad, así como la 
funcionalidad en situaciones de cuantificación. Asimismo, es también necesario, 
en las estrategias de modelización y conteo de la resolución de problemas 
aritméticos verbales (De Castro Hernández €: García, 2017). 


Resumiendo hasta aquí, podemos destacar que alrededor de los dos años, con el 
aprendizaje de las primeras palabras numéricas y su extensión al uso de la 
secuencia numérica de forma verbal, se van aprendiendo los números superiores 
y sobre los 6 o 7 años, es posible ya el dominio en la serie numérica hasta 100, 
mediante la asimilación de distintos tramos de la sucesión convencional. Así, el 
niño va conociendo términos numéricos como palabras que se presentan en los 
contextos de secuencia, contar, cardinal y medida, los cuales se van integrando 
progresivamente para conformar el concepto de número mediante las distintas 
etiquetas de las palabras. Este proceso abarca hasta los cinco o seis primeros 
años de la vida. 


Entre los 5 y 6 años de edad, los estudiantes ya han asimilado la secuencia 
numérica, el principio de cardinalidad y son competentes para convertir palabras 
numéricas verbales en cantidades significativas mediante dictados de números 
(Fuson, 1992). Como hemos indicado, la comprensión de la serie o secuencia 
numérica se desarrolla gradualmente desde los dos hasta los siete años 
aproximadamente, para incluir representaciones de varios dígitos de la cantidad 
y la estructura de base 10 —sistema numérico decimal (SND)- que implica al 
igual que en el área del lenguaje lo es la conciencia fonética, en el área 
aritmética lo es -lo que denominaremos aquí como un nuevo constructo 
operativo a modo de hipótesis conceptual- la conciencia decimal, debido que 
aunque el conocimiento significativo del SND y del valor posicional ( Godino, 
Font, Konic €: Wilhelmi, 2009; Yang, 2007), son los prerrequisitos cognitivos 
para la posterior comprensión de las operaciones fundamentales con números, 
fracciones y decimales (Nataraj 8: Thomas, 2009), en este proceso de enseñanza 
aprendizaje formal, muchos estudiantes no logran una sólida comprensión 
conceptual del sistema de numeración en base 10, y algunos tienen dificultades 
para desarrollar la competencia con los cálculos de varios dígitos (Fuchs, Geary, 
Fuchs, Compton €: Hamlett, 2014). La idea de que para una adecuada 
comprensión del sentido numérico, en los sujetos de nuestras sociedades, es 
necesaria el desarrollo cognitivo de una conciencia operativa en base diez 
(decimal), debe entenderse además como un marco de trabajo educativo. 


En relación a la expresión y utilización de símbolos numéricos escritos, esta 
competencia abarca, además de los números propiamente dichos, a los símbolos 


de las operaciones numéricas (+, -, Xx, /) y aquellos otros que simbolizan 
relaciones matemáticas esenciales (=, =, >, <,). Desde una secuencia evolutiva, 
se adquiere primero, el reconocimiento de estos símbolos y su nominación 
verbal antes que su escritura. 


La competencia de la escritura numérica se adquiere en los primeros cursos de la 
educación primaria, aunque un porcentaje significativo de alumnado encuentra 
dificultades al realizar el cambio del código verbal al arábigo. Esta dificultad 
radica en que en su formato verbal, las expresiones numéricas están conformadas 
por dos bloques, el primero con partículas que marcan cantidad, tales como 
palabras como dos, cinco o prefijos como cuar/cinc. El segundo bloque los 
componen las partículas que marcan la potencia de diez, tales como palabras 
como diez, cien o mil o sufijos como enta/cientos. Estos dos bloques funcionan 
mediante relaciones aditivas y multiplicativas (Orozco € Hederich, 2002). 


En el dictado de números, se cambia del formato verbal de entrada, al formato 
arábigo escrito, lo cual implica una demanda cognitiva que necesita de 
competencias lingúísticas así como conocimientos del sistema de notación 
numérica, convirtiendo las partículas morfológicas que marcan la cantidad y la 
potencia de diez a la codificación sintáctica correspondiente que define la 
posición del número en la cifra (Orozco €: Hederich, 2002). 


Resultado del desarrollo del sentido numérico, alrededor de los 8 o 9 años, el 
alumnado ha de ir acumulando las suficientes experiencias aritméticas que le 
permitan recuperar de la memoria, los resultados de cálculos iguales sin tener ya 
que depender del conteo físico con sus dedos o del recuento verbal. A estos 
resultados de cálculo registrados y recuperados, se les denominan hechos 
numéricos básicos, (Baroody, 1988). Esta recuperación de resultados de cálculos 
desde la memoria a largo plazo, posibilita una mayor agilidad y economía de los 
recursos cognitivos implicados, facilitando así el posterior acceso cognitivo a 
procesos aritméticos más complejos. 


A tenor de los datos provenientes de la línea de investigación sobre el sentido 
numérico, la memorización de las combinaciones básicas implicaría para un 
buen rendimiento, la elaboración de un esquema de conocimientos bien 
estructurado e interconectado con los conceptos matemáticos básicos. De tal 
manera que una causa importante de dificultades con las combinaciones 
numéricas básicas, se encuentra en los años previos a la educación formal, 
fuertemente interrelacionada con el desarrollo del sentido numérico, y las 
habilidades que lo conforman (Baroody, Bajwa €: Eiland, 2009). 


Las situaciones vivenciales donde la cuantificación supone un problema a 
resolver para la comprensión o consecución de algo relevante, son el terreno 
donde se desarrolla el conocimiento matemático inicial. En estas situaciones, el 
armazón que permite la construcción exitosa de ese conocimiento, es la 
estructura semántica. 


En lo referente a las estructuras aditivas se han distinguido tres tipos de 
estructuras semánticas, que se corresponderían con los tres tipos de problemas 
aritméticos: cambio (añadiendo o quitando), combinación y comparación. Los 
cambios por composición y descomposición de números son los fundamentos de 
la adición y substracción que, frecuentemente, van asociadas con estrategias de 
contar (conteo). Estos cambios se ejecutan con las acciones de juntar y separar 
objetos, contribuyendo así a desarrollar conceptualmente, la relación parte-todo, 
base de los posteriores aprendizajes aritméticos (Kilpatrick, Swafford €: Findell, 
2001). 


La comprensión del algoritmo de la adición requiere la asimilación cognitiva de 
las acciones de añadir y de juntar. La noción de suma vinculada a la situación de 
añadir objetos, concepción unitaria, con números menores de diez, se desarrolla 
evolutivamente, alrededor de los 3 y 4 años (Geary, 1994), a la que sigue la 
concepción binaria de la adición, ligada a la acción de juntar... Bajo esta noción 
matemática es posible comprender la propiedad conmutativa de la operación, por 
la que dos grupos que se juntan tienen la misma relevancia en el resultado 
(Weaver, 1982). 


Por su parte, la sustracción, está vinculada con las acciones de quitar y separar 
elementos de un grupo, y con la comparación entre dos grupos del número de 
sus elementos. Estas acciones también requieren del esquema cognitivo parte- 
todo, que incluye la comprensión de la composición aditiva de las cantidades, los 
valores convencionales de la notación decimal, la ejecución del cálculo con las 
partes que componen la cantidad total, y la recomposición y conservación del 
minuendo (Resnick € Omanson ,1987). 


En cuanto al aprendizaje del producto (multiplicación), esta implica la 
comprensión de una nueva estructura: la estructura multiplicativa. Igual ocurre 
con la resolución del algoritmo de la división que consiste fundamentalmente en 
repartir en partes iguales una cantidad. Ésta es el dividendo, que suele ser un 
número en clave cardinal, referido a objetos concretos, mientras que el divisor, 
que también es un cardinal, es el número de partes en que se reparte y por tanto 
más abstracto, implicando pues, dos niveles diferentes de cardinación (Castro, 
Rico éx Castro, 1995). 


Si las nociones de adición y de sustracción pueden ser asimiladas 
simultáneamente a la adquisición del concepto de número, la noción de producto 
de la multiplicación y la división requieren el dominio previo del concepto y 
sentido del número y de su simbolización. 


Pero para el desarrollo funcional de la competencia matemática es necesaria 
también, la asimilación de las reglas y procedimientos algorítmicos que 
conforman la estructura sintáctica matemática. El aprendizaje y desarrollo de 
esta estructura, ha de desarrollarse vinculada a la estructura semántica, que es la 
que le da sentido a la sintáctica. 


En este proceso del alfabetización matemática, al aproximado 8 % (APA, 2013), 
de la población infantil que presenta discalculia relacionada con dificultades 


específicas de aprendizaje matemático (Mathematical Learning Disabilities, hay 
que añadir otro 10% de estudiantes que van a presentar a lo largo de su 
escolaridad dificultades de aprendizaje leves (Mathematical Learning 
Difficulties) pero persistentes ( Berch € Mazzocco, 2007 ), y bajo rendimiento 
(Low-Performing, LP). El total se sitúa en un porcentaje cercano al 20% de 
alumnado con dificultades de aprendizaje matemático, prevalencia coincidente 
con el informe del “Comité de investigación sobre la Educación de los niños y 
jóvenes deficientes” presidido por Mary Warnock (1978) y con recientes 
evaluaciones internacionales tan relevantes como el Programme for International 
Student Assessment (PISA), de la Organisation for Economic Cooperation and 
Development (OECD) o el Trends in International Mathematics and Science 
Study, (TIMSS) (Coronado-Hijón, 2017a). 


CAPÍTULO II 


Dificultades de Aprendizaje de las Matemáticas: 
enfoques y perspectivas de análisis. 


El término clínico más frecuente para referirse a las dificultades específicas de 
aprendizaje de las matemáticas es el de trastorno de cálculo, derivado de las 
primigenias concepciones de acalculia o discalculia, que etimológicamente 
significa un trastorno de la habilidad para calcular. 


Los primeros estudios se realizaron desde la perspectiva médica del modelo de 
lesión o disfunción orgánica. El primer caso del que tenemos referencias en la 
literatura científica, en el que la capacidad de cálculo estaba afectada, con 
conservación de la inteligencia, fue descripto y publicado en 1908 por 
Lewandowsy y Stadelman. Pero fue Henschen quien acuñó el término 
“acalculia” en el año 1919, para referirse a dificultades en las habilidades de 
cálculo asociadas con daños cerebrales. Dicho de otra manera, el término 
acalculia se refería a un trastorno adquirido de la habilidad de cálculo en adultos, 
consecuencia de lesiones cerebrales. 


En 1926, H. Berger, creador del electroencefalograma, realizó la primera 
clasificación de las acalculias, diferenciándolas entre “primarias o puras”, es 
decir, no consecuentes a otras afecciones, y “secundarias” si resultaban de la 
disfunción de otras capacidades. En la acalculia primaria se observaría 
dificultades tan sólo en el ámbito de las matemáticas, mientras que en la 
secundaria, los trastornos en el aprendizaje de las matemáticas estarían asociadas 
con alteraciones en otras funciones como el lenguaje, la memoria o las 
habilidades, diferenciándose a su vez, la acalculia secundaria en, atáxica 
(relacionada con alexia y/o agrafía de número) y acalculia secundaria 


visoespacial (relacionada con alteraciones visoespaciales. 


El término acalculia, por tanto, se ha venido usando habitualmente en la 
literatura para referirse a la pérdida de la habilidad de calcular adquirida, debida 
a lesiones estructurales, mientras que para las alteraciones en el aprendizaje de 
capacidades aritméticas se ha preferido la denominación de discalculia, de 
manera parecida al uso del término "dislexia" para las dificultades en el 
aprendizaje de la lectura, frente a "alexia" para la pérdida adquirida de esta 
habilidad. Aunque el uso del término discalculia, desde la orientación 
neuropsicológica ha coexistido con la tesis de su relación con algún trastorno 
neurológico que no es posible identificar debido a su limitado alcance, 
diagnosticándose como “disfunción cerebral mínima” o, alternativamente, como 
“retraso madurativo” de algunas funciones neuropsicológicas que supuestamente 
son prerrequisito de los aprendizajes aritméticos. 


La realidad es que el término acalculia ha sido sustituido cada vez más por el de 
discalculia, diferenciando las que son de origen “adquirido”, resultado de un 
daño cerebral sobrevenido y que afecta a personas que no presentaban 
anteriormente trastornos y las llamadas “evolutivas” que aparecen a lo largo del 
desarrollo evolutivo y del proceso de aprendizaje, con características muy 
similares a las adquiridas. 


La tendencia actual es distinguir las discalculias en función de la secuencia 
evolutiva de los aprendizajes, siguiendo el significado original del concepto de 
discalculia evolutiva (Miranda, Fortes y Gil, 2000). 


El concepto clínico actualmente vigente de la Discalculia del Desarrollo, es 
considerarlo como un trastorno heterogéneo en la competencia numérica y del 
cálculo matemático, en sujetos que cumplan el criterio de discrepancia de 
presentar una escolaridad adecuada, ausencia de discapacidad intelectual, 
discapacidad sensorial o trastornos emocionales (Balbi € Dansilio, 2010). Las 
Dificultades específicas de aprendizaje (DEA), han sido definidas como 


trastornos específicos del aprendizaje (TA) por el Manual Diagnóstico y 
Estadístico de los Trastornos Mentales, DSM 5 (APA, 2013) y como trastornos 
específicos del desarrollo de las habilidades escolares, en la Clasificación 
Estadística Internacional de Enfermedades y Problemas de Salud (CIE 10-ES, 
2016); ver tabla 1. 


Tabla 1: CIE-10-ES y el DSM-5 


CIE-10-ES (2016): Trastornos específicos del desarrollo de las habilidades escol 


El criterio de la discrepancia significativa entre las puntuaciones del cociente 
intelectual (CI) obtenidas en tests y las obtenidas en pruebas de rendimiento, es 
el utilizado para la identificación clínica de las dificultades específicas de 
aprendizaje, (DEA), en los dos principales manuales diagnósticos 
internacionales. Tanto en el DSM 5, de la Asociación Americana de Psiquiatría, 
como en el CIE-10-ES, editado por la Organización Mundial de la Salud (OMS). 


El Trastorno específico de las habilidades aritméticas: 


Implica un deterioro específico de las habilidades aritméticas, que no es 
exclusivamente explicable en base a retraso mental generalizado o a una 
enseñanza inadecuada. El déficit afecta al dominio de las habilidades 
elementales para la adición, sustracción, multiplicación y división antes que al 
de las habilidades matemáticas más abstractas, concernientes al álgebra, la 
trigonometría, la geometría o el cálculo. (CIE-10-ES, 2016). 


Las características de este trastorno descritas en el DSM5, se recogen de la 
siguiente manera: 


Los niños con discalculia presentarían las siguientes dificultades: (no siempre 
presentes y dependiendo de la edad y año de escolaridad) — Dificultades en 
identificar números, confusión de los signos: +, -, / y X, inversión o transposición 
de números. — Escasa habilidad para contar comprensivamente: conteo ordinal 
rutinario con dificultad en contar hacia atrás o de 2 en 2. 


Dificultades en cálculo mental, comprensión de conjuntos, conservación, 
comprensión del valor de un número según su ubicación, para comprender y 
recordar conceptos, reglas, fórmulas, secuencias matemáticas. — Déficit en 


organización visoespacial e integración verbal (distinguir tamaños, formas que 
genera problemas en entender signos y direcciones y correcta alineación de 
números y símbolos. Los niños con estas dificultades tienen riesgo de desarrollar 
un cuadro de ansiedad relacionado a las matemáticas, lo que lleva a la evitación, 
que hace la adquisición de las habilidades básicas aún más difícil (APA, 2013). 


El alumnado con dificultades de aprendizaje en el cálculo constituyen, al menos, 
dos subgrupos diferentes: un subgrupo formado por discalculias de origen 
primario, en los que estas dificultades se muestran en exclusiva, y otro grupo de 
discalculias secundarias que experimentan comorbilidad con otros trastornos. 


En cuanto a las discalculias secundarias, resultantes de la disfunción primaria de 
otras Capacidades, podemos destacar que, alrededor de un 3 y un 8% de 
alumnado de educación primaria tienen algún tipo de dificultad en el aprendizaje 
de las matemáticas (DAM), de los que al menos un 26% muestran también un 
trastorno de déficit de atención con hiperactividad (TDAH) (Coronado-Hijón, 
2002) y un 17% presentan alguna dificultad en el aprendizaje de la lectura 
(DAL) (Miranda et al., 2006). También es relevante destacar la concomitancia 
con el trastorno de aprendizaje no verbal o también denominado, trastorno 
procedimental, (Crespo-Eguílaz y Narbona, 2009). 


2.1.1. La etiología genética. 


Los estudios sobre el factor genético de las discapacidades específicas de 
aprendizaje matemático -DEAM- (Mathematical Learning Disabilities), 
proceden de dos líneas de investigación. De un lado, estudios sobre patrones de 
agregación familiar en la competencia matemática y en dificultades específicas 
de aprendizaje como la discalculia, y de otro lado, investigaciones sobre la 
comorbilidad de las DEAM con las dificultades específicas de aprendizaje en la 
lectura, con una etiología genética demostrada. 


Estudios demográficos han demostrado que la discalculia presenta una 
predisposición familiar, cuanto mayor es el grado de vinculación familiar. Datos 
extraídos de estos estudios son que: El 66% de las madres de niños con 
discalculia presentan el mismo trastorno de aprendizaje, el 44% de los padres, el 
53% de los hermanos, y el 44% de los familiares de segundo grado. El riesgo de 
sufrir este tipo de dificultad de aprendizaje cuando uno de los hermanos presenta 
discalculia es mayor en niños cuyos hermanos tienen discalculia, proporción que 
es 10 veces mayor que la esperada en la población general (Shalev et al., 2001). 
Aún más, estudios realizados con gemelos (Alarcón, DeFries, Light €z 
Pennington, 1997), en los que uno de ellos tenía un diagnóstico de discalculia, 
señalan que el 58% de los gemelos monozigóticos presentaba también este tipo 
de dificultades, mientras que el porcentaje para los dizigóticos fue 39% 
(concordancia entre hermanos de .73 y .56 respectivamente). 


Y a la inversa, otra manera alternativa de confirmar la base genética de las 
DEAM está basada en investigaciones sobre los buenos rendimientos 
matemáticos mostrados académicamente o profesionalmente compartidos 
familiarmente. Además, los estudios apuntan a que se trata de un efecto 
específico, no atribuible a la competencia cognitiva general (Wijsman et al., 
2004). 


En cuanto al segundo tipo de investigaciones referidas, la existencia de una base 
genéticamente determinada en las DEAM puede también deducirse, 
indirectamente, de su correlación con las dislexias evolutivas cuyo origen 
hereditario ha sido extensamente investigado (Fisher, 2003; Morris, et al., 2000; 
Wood €: Grigorenko, 2001). En concreto, las investigaciones indican que la 
correlación entre dislexia y DAM oscila entre .40 y .86 (Light y DeFries, 1995). 


2.2 La perspectiva neuropsicológica: el interés causal neurológico. 


A partir de la década de los ochenta del siglo pasado, las investigaciones en el 
área de la neuropsicología cognitiva toman un especial protagonismo debido 


principalmente a dos modelos teóricos: un modelo cognitivo de tipo funcional, 
desarrollado por McCloskey et al. (1986, 1990, 1992) y un modelo de código 
triple, propuesto por Dehaene y Cohen (1995). 


Desde estos modelos se proponen sistemas de procesamiento numérico en 
función del tipo de tarea, del tipo de input y de output. 


Modelo de McCloskey (McCloskey, 1992). Propone distintos componentes para 
la comprensión y producción de números arábigos y palabras. Un postulado 
básico de este modelo es que la comunicación entre los distintos módulos de 
input y output está basada en representaciones abstractas internas. Ésta es la 
diferencia principal de este modelo con la mayoría de los modelos posteriores, 
que postulan, además, la existencia de rutas asemánticas. Esta debilidad de la 
teoría basada en un escaso desarrollo del sistema de comprensión, en el que el 
significado tiene un carácter abstracto/cuantitativo, donde el procesamiento 
numérico se reduce a la comparación de magnitudes entre numerales. La 
evidencia empírica de este modelo la sustentaron sus autores en dos únicos 
estudios de caso aislado, ambos lesionados cerebrales. (McCloskey, Sokol y 
Goodman, 1986). 


Modelo de código triple (Dehaene, 1992; Dehaene 8: Cohen, 1995). También 
denominado por sus autores “neuro-funcional”, fue desarrollado inicialmente 
como un modelo cognitivo conformado por tres sistemas de procesamiento y 
representación numérica, al que posteriormente añadieron referencias de los 
bases cerebrales de las representaciones. 


La propuesta de este modelo es que: 


(1) La información numérica se puede procesar en tres tipos de códigos: una 
representación analógica de cantidades análoga a las magnitudes; un formato 


verbal-auditivo, en el que los números se representan como cadenas de palabras; 
y una forma arábiga-visual, en la que los números se representan como cadenas 
de dígitos. 


(2) Hay procesos que permiten que la información se traduzca directamente de 
uno a otro código, a modo de transcodificación. 


(3) La elección de un código u otro está relacionada con el tipo de operación 
mental requerida en cada caso. Así, por poner un ejemplo, mientras que el 
código arábigo-visual se usa habitualmente para las operaciones aritméticas con 
números de varios dígitos, el código verbal-auditivo se usa para contar, y la 
representación analógica de cantidades se utiliza para comparaciones. 


Observaciones neuropsicológicas y técnicas de neuroimagen están posibilitando 
asociar determinados circuitos neuroanatómicos para cada nodo del modelo de 
triple código. 


Los investigadores plantean la hipótesis de que los sectores ventrales occipito- 
temporal de ambos hemisferios están implicados en la forma de número arábigo 
visual; que las áreas perisilvianas izquierdas están involucrados en las 
representaciones verbales de números (al igual que en las cadenas de palabras), 
y, lo más relevante, que la zona intraparietal de ambos hemisferios, tienen 
participación en la representación de cantidad analógica (Góbel, Walsh, €z 
Rushworth, 2001). 


Las técnicas de neuroimagen están posibilitando un estudio de las bases neurales 
del procesamiento numérico y del cálculo. La participación del lóbulo parietal y. 
concretamente, el segmento horizontal del surco intraparietal, se muestran 
especialmente relevante en la representación interna de las cantidades, el 
procesamiento abstracto de las magnitudes y su relación. Mientras que en el 


procesamiento verbal de tareas aritméticas, el giro angular cobra protagonismo 
en la resolución de los 'hechos matemáticos' (tablas de multiplicación y adición 
de pequeñas cantidades). Protagonismo compartido con la parte posterior del 
lóbulo temporal, la corteza cingulada y diversas regiones subcorticales. Estos 
datos sustentados en modelos neurocognitivos teóricos y explicativos del 
procesamiento numérico y del cálculo, presentan al modelo del "triple código' 
con un mayor contraste experimental (Serra-Grabulosa, Adan, Pérez-Pamies, 
Lachica £ Membrives, 2010). 


Pero, los estudios y propuestas surgidos desde la perspectiva neuropsicológica, 
también han recibido un considerable número de críticas, de entre las que se 
suele objetar que se parte de una definición descriptiva, realizada 
frecuentemente en términos negativos (alumnado que a pesar de mostrar una 
inteligencia normal, no tener problemas emocionales, ni deficiencias sensoriales, 
tienen un bajo rendimiento escolar, identificado mediante las bajas puntuaciones 
en pruebas de rendimiento y por las calificaciones escolares) y se llega a una 
definición positiva, concibiendo las DEAM como una "entidad", como algo que 
se "tiene" y que probablemente esté originado por alguna alteración neurológica, 
así como que la fundamentación teórica de estos estudios se basan en 
concepciones superficiales de las tareas matemáticas en vez de en una teoría 
fundamentada de la competencia matemática. 


Desde el interés educativo, es preciso un análisis multidisciplinar (Etchepare, 
Pérez, Bolaños, 8: Ruiz, 2017), ya que el alumnado con dificultades de 
aprendizaje del cálculo es un grupo heterogéneo por la diversidad de causas 
intervinientes en esas dificultades (Geary, 1994). Si bien es cierto que la 
presencia de dichas dificultades correlaciona con la identificación de déficits 
cognitivos o neuropsicológicos, también lo es que en aproximadamente la mitad 
de los casos, no se detectan tales déficits (Geary, 1990; Geary, Bow-Thomas «z 
Yao, 1992). Otras causas posibles de estas dificultades en los aprendizajes 
aritméticos pueden ser debido a inadecuadas metodologías, falta de experiencia 
y trabajo escolar (Guven €: Cabakcor, 2013; Yaratan 8: Kasapoglu, 2012), baja 
motivación O a la ansiedad (Birchwood y Daley, 2012; Coronado-Hijón, 20176). 


2.3. La pperspectiva conexionista de la Psicología Cognitiva: el interés sobre el 
procesamiento cognitivo matemático. 


Desde el prisma cognitivista el interés investigador se centra en las estrategias y 
sistema de procesamiento de la información que utiliza el discente, aportando 
una perspectiva científica que permite realizar con profundidad y amplitud el 
análisis de las dificultades de aprendizaje del cálculo aritmético (Rivieére, 1990). 


Miller, Galanter y Pribram (1983) publican los primeros estudios que inician el 
paradigma cognitivo, con la finalidad de explicar la forma en que la información 
se procesa cognitivamente y para ello diseñan modelos teóricos que, son 
validados posteriormente mediante técnicas experimentales y/o simulación por 
ordenador, con un objetivo descriptivo. El inicial modelo cognitivo describe el 
procesamiento de la información recibida en los sujetos de manera lineal basado 
en la metáfora del ordenador. 


Posteriormente, este modelo inicial es teñido por las influencias de la emergente 
neurociencia, transformando la propuesta inicial de procesamiento lineal de la 
información, en un nuevo modelo conexionista, donde el procesamiento de la 
información se describe ahora en paralelo y distribuido en procesamientos 
múltiples, destacándose la relación entre éstos. 


La metáfora del ordenador es sustituida por la metáfora neuronal donde un 
procesamiento múltiple realiza la adquisición de conocimiento como una red 
neuronal interconectada, donde cada conexión puede desarrollarse en varias 
direcciones. 


Los procesos que suelen aparecer en los modelos conexionistas, siguiendo a 
McLeod, PlunKeett y Rolls, (1998), definen los procesos explicativos del 
modelo conexionista: 


1. Las neuronas funcionan como elementos interconectados cuya información se 
distribuye en paralelo. Asimilan variaciones de la información recibida e 
interactúan unas con otras. 


2. Las neuronas son las responsables de la transmisión de datos de unas a otras 
para armonizar un resultado surgido de la serie de “entradas” recibidas. 
Explicación que sirve para el modelo cognitivo de redes conexionistas: la 
activación en las unidades de procesamiento son resultado de los inputs 
recibidos y de la transmisión a otras unidades. 


3. El cerebro está organizado en diversas capas. Las neuronas están distribuidas 
en estratos independientes. Las informaciones recibidas se van transmitiendo de 
una capa a la siguiente y entre varias. La estructura de las redes conexionistas 
suele reflejar esta misma organización. 


4. La fuerza de conexión de las neuronas es variable. 


5. El grado de ese peso y fuerza de conexión es la base de la memoria y el 
aprendizaje. De la misma manera se entiende que en las redes conexionistas de 
información, el aprendizaje resulta de cambios de los pesos de las conexiones 
entre las unidades. 


El conexionismo como modelo de análisis de los aprendizajes matemáticos se 
centra en la capacidad de conectar, asociar y recrear informaciones del alumnado 
para alcanzar la competencia matemática (Siemens, 2004). 


Este planteamiento ha sido adoptado tanto por teorías específicas como por 
organismos dedicados a la enseñanza de las matemáticas, como el modelo de la 
Educación Matemática Realista (EMR), (Freudenthal, 1991) cuyo principio 
rector es el conexionismo de los distintos tipos de contenidos matemáticos, que 
abordaremos más adelante, y las indicaciones dell Consejo Nacional de 
Profesores de Matemáticas de Estados Unidos, que considera que: 


Los programas de enseñanza de todas las etapas deben capacitar al alumnado 
para: reconocer y usar las conexiones entre ideas matemáticas; comprender 
cómo las ideas matemáticas se interconectan y construyen unas sobre otras para 
producir un todo coherente; reconocer y aplicar las matemáticas en contextos no 
matemáticos (NCTM, 2000: 68). 


Desde esta perspectiva conexionista, al igual que las informaciones de las capas 
cerebrales se propagan de una capa a la siguiente, los conceptos matemáticos se 
construyen basándose desde la información más básica hacia la más compleja y 
formal (Skemp, 1980), en la misma dirección del modelo de las trayectorias de 
aprendizaje propuesto por Simon (1995). 


Se torna así, como la visión más funcional de las matemáticas, la que se 
desarrolla desde la perspectiva cognitiva conexionista, desde el objetivo general 
de hacer al sujeto que aprende, matemáticamente competente; o lo que es lo 
mismo, que sepa utilizar e interrelacionar sus conocimientos semánticos y 
sintácticos en la resolución de problemas en contextos diversos (González 

8: Gómez, 2017). 


El estudio de las dificultades en el cálculo desde el punto de vista cognitivo, 
parte del análisis de los mecanismos cognitivos que sustentan las competencias 
aritméticas y de cálculo, así como la manera en que se adquieren estos 
mecanismos y estas conexiones a lo largo del curso evolutivo. Con esos datos se 
sustenta la explicación sobre la naturaleza de las dificultades, determinando que 
pueden hacer, o no, los niños en los distintos puntos de su secuencia evolutiva 


Las trayectorias hipotéticas de aprendizaje (THA), (Simon, 1995), son un buen 
ejemplo de estrategia holística conexionista y funcional constructivista, que 
interrelaciona; un objetivo de aprendizaje, las hipótesis sobre el proceso de 
aprendizaje del alumnado y las tareas más relevantes en ese aprendizaje. 


Desde esta perspectiva cognitiva (Orrantia, 2000) de las dificultades de 
aprendizaje aritméticas se ha ampliado el interés hacia un punto de vista desde el 
desarrollo, sustentado en la perspectiva cognitiva del proceso evolutivo concreto 
del alumnado (Orrantia, 2006). 


Estas perspectivas cognitivas evolutivas, se interesan por la aritmética informal y 
formal y la relación conceptual necesaria entre ellas desde una visión 
conexionista. Consideran la resolución de problemas como el eje vertebrador 
para un proceso de enseñanza y aprendizaje significativo, que requiere de 
determinadas estrategias y conocimientos, cuyo desarrollo es progresivamente 
complejo (Orrantia, 2006). 


Las líneas de investigación desde esta perspectiva se dirigen a la búsqueda de 
factores variables de procesamiento cognitivo, predictores de las dificultades 
futuras en matemáticas que el alumnado pueda presentar en su curso evolutivo y 
escolar (Orrantia et al., 2017). 


2.4 La perspectiva Educativa: el interés sobre la atención educativa. 


La perspectiva educativa que presentamos, pretende superar la barrera para el 
aprendizaje que supone considerar exclusivamente al error como sinónimo de 
fracaso, planteando una atención educativa de manera inclusiva a todo el 
alumnado que presente trastorno de aprendizaje, mediante la adecuada 


identificación y dimensionalización de las dificultades específicas, que posibilite 
diseñar estrategias de potenciamiento de logro y prevención de las dificultades 
de aprendizaje, basadas en la evidencia (Coronado-Hijón, 2018a; González, 
Benvenutto, y Lanciano, 2017; Socas, 2011, Socas, Ruano €£ Domínguez, 2016). 


Podemos encontrar el origen de esta perspectiva educativa, en la crisis de la 
definición clínica, restringida y circunscrita al criterio diagnóstico de 
discrepancia, que en 1978 provoca el “Comité de investigación sobre la 
Educación de los niños y jóvenes deficientes”, presidido por Mary Warnock, al 
proponer un sentido más amplio y menos restringido para comprender las 
dificultades en el aprendizaje (DA). Esta nueva visión fue por primera vez 
institucionalizada, mediante su regulación en la Ley de Educación Inglesa de 
1981. En su sección 1* se recogía: 


“Un niño tiene una necesidad educativa especial si tiene una dificultad de 
aprendizaje que reclama que se haga para él una provisión educativa especial, ... 


”Un niño tiene una dificultad en el aprendizaje si tiene una dificultad para 
aprender significativamente mayor que los niños de su edad” 


La misma concepción se repite en la Ley de Educación inglesa de 1993, 
acuñando así el nuevo término de las “necesidades educativas especiales 
(NEE)”, el cual significó una visión más amplia y educativa de las DA vigente 
hasta entonces y recogida en los manuales clínicos internacionales. 


Los principios fundamentales del denominado informe Warnock (1978), que 
apoyaban el uso del nuevo término de necesidades educativas especiales (NEE) 
se puede resumir en: 


Este informe provocó un revulsivo en sistemas educativos nacionales, que 


fueron plasmando en nuevas leyes y decretos, los principios anteriormente 
expuestos. Desde entonces la exclusividad del criterio diagnóstico basado en la 
discrepancia entre el cociente intelectual (CI) y el rendimiento escolar, dejó de 
ser predominante. 


Este requisito diagnóstico de la discrepancia estaba sustentado en una serie de 
principios (Siegel, 1989; Toth €: Siegel, 1994): 


Los tests de inteligencia son útiles para medir la capacidad intelectual, 
La DA se origina por algún tipo de deficiencia cognitiva, que no afecta al Cl, 


La puntuación Cl tiene capacidad para predecir el nivel de rendimiento 
académico, y 


Los sujetos con DA definidos en función del criterio de discrepancia son 
significativamente diferentes de los que presentan un bajo rendimiento escolar y 
tienen bajas puntuaciones en su Cl. 


Una importante revisión de este criterio y de los principios en los que se 
sustenta, es la publicada en 1989 por la revista Journal of Learning Disabilities. 
En el primer artículo de esta revista, Siegel (1989) pone en tela de juicio los 
diferentes supuestos enunciados en el párrafo anterior. 


Posteriormente, el mismo Siegel (1992) en una amplia revisión de 
investigaciones, cuyo objetivo era averiguar si existían diferencias en los 
procesos cognitivos entre sujetos con DA en la lectura con distinto Cl, no 
encontró diferencias estadísticas significativas. Toth € Siegel (1994) en una 
revisión de 21 estudios en los que se compararon a sujetos de bajo rendimiento 
en lectura con lectores disléxicos hallaron muy pocas diferencias en las distintas 
tareas cognitivas y de lectura. En las actividades propiamente relacionadas con la 
lectura no se encontraron diferencias entre la actuación de los disléxicos y de los 


lectores retrasados. Jiménez y García (1999) no encontraron diferencias 
significativas entre alumnos con bajo rendimiento en aritmética y sujetos 
discalcúlicos, llegando a la conclusión de que el criterio basado en la 
discrepancia CI- rendimiento no es relevante para diferenciar ambos grupos de 
sujetos con dificultades aritméticas. 


El grupo investigador “Dificultades de aprendizaje, Psicolingúística y Nuevas 
Tecnologías” de la Universidad de La Laguna (España), realizó distintas 
investigaciones para analizar la relevancia del criterio de discrepancia en la 
identificación de las dificultades de aprendizaje aritmético, evidenciando que el 
perfil cognitivo de alumnado con y sin discrepancia Cl-rendimiento es muy 
similar (Jiménez €: García, 1999; Jiménez €: García, 2002) y por tanto poco 
discriminativo. 


Pero, la exclusividad de la estrategia diagnóstica basada en el criterio de 
discrepancia, ha recibido también críticas aún más relevantes, desde el ámbito 
práctico de la intervención educativa, debido a que para seguir este criterio, 
basado en un retraso de dos o más años en las habilidades de aprendizaje del 
cálculo aritmético en el periodo de enseñanza formal inicial, implica una 
estrategia diagnóstica de esperar al fracaso “wait to fail model” ( Fuchs €: Fuchs, 
1998 ; Vellutino et al. , 1996). Para solventar ese problema, desde una 
perspectiva educativa, es posible actuar preventivamente, mediante la 
identificación de grupos de riesgo. El estudio de Vellutino et al. (1996) demostró 
que una estrategia de este tipo puede reducir hasta en dos tercios la posterior 
incidencia de dificultades de aprendizaje. 


En distintos estudios de Snowling y colaboradores (Snowling € Hayiou- 
Thomas, 2006; Snowling €: Hulme, 2006; Snowling 8: Maughan, 2006; 
Snowling, 2013) se aboga por que las evaluaciones educativas pueden ser 
estrategias de detección de dificultades de aprendizaje, válidos, que facilitan la 
identificación temprana del alumnado en riesgo de presentar dificultades de 
aprendizaje (DA). El diagnóstico psicométrico de dificultades de aprendizaje 
específicas (DEA), por sí mismo no aporta datos sobre la naturaleza o la 


etiología de los problemas. Es una definición estadística que debe constituir el 
punto de partida de una evaluación más detallada y específica de los errores y 
procesos. 


Desde la perspectiva educativa, es fundamental considerar desde una visión más 
amplia, además de los factores cognitivos personales, otros factores de riesgo, no 
cognitivos, que también explican este desfase curricular y que están relacionados 
especialmente con el contexto escolar (DiPetre € Buchmann, 2013). 


Cuando las dificultades educativas se atribuyen a los déficits del alumnado, lo 
que ocurre es que dejan de considerarse las barreras para el aprendizaje y la 
participación que existen en todos los niveles de nuestros sistemas educativos y 
se inhiben las innovaciones en la cultura, las políticas y las prácticas escolares 
que minimizarían las dificultades educativas para todo el alumnado. (Booth €z 
Ainscow, 2002, pp. 20 - 22). 


Resultado de las consideraciones anteriores y situados desde un enfoque 
educativo fundamentado en los conocimientos de la psicología evolutivo 
cognitiva, centrado en el concepto amplio de dificultades de aprendizaje del 
cálculo (DAC), entendemos el trastorno de cálculo como una dificultad de 
aprendizaje que muestra un estudiante en la adquisición de conocimientos 
conceptuales y procedimentales y su interrelación significativa y funcional 
acerca de los números y sus operaciones aritméticas básicas, en relación a la 
interacción de un contexto educativo determinado con las capacidades y 
disposición motivacional del estudiante hacia éste. 


Este enfoque educativo socioconstructivista (Coll et al., 1997; De Corte, 2015), 
entiende que el alumnado que presenta dificultades de aprendizaje, posee un 
determinado potencial para aprender, desde cuya zona hay que ubicar la atención 
y el apoyo educativo (Vigotsky, 1979), que debe partir desde una evaluación 
criterial y formativa (Anijovich € González, 2011) que informe de las 
necesidades específicas de apoyo educativo requerido, mediante una 


dimensionalización específica (Coronado-Hijón, 2018a). 


Con este interés dimensional, Butterworth €: Reigosa, (2007) proponen la 
utilización del término Discalculia del Desarrollo, en el alumnado que presenta 
mayor severidad en las dificultades de aprendizaje y que las estimaciones de 
prevalencia sitúan entre el 3 y el 8 % (APA, 2013) y la denominación de 
Dificultades de Aprendizaje de la Aritmética a las que muestra el alumnado con 
puntuaciones por debajo del percentil 30 en rendimiento aritmético. Esta 
distinción coincide con la categoría diagnóstica referida desde la perspectiva de 
lesión neurológica o disfunción, relacionada con un enfoque restringido, 
conceptuada como “dificultades o trastornos específicas de aprendizaje” (DEA), 
recogida en los manuales clínicos internacionales (DSM €x CIE) y relacionada 
con el criterio de discrepancia, frente a la perspectiva más amplia y educativa 
(Coronado-Hijón,2015a), definida por el concepto “ necesidades educativas 
especiales (NEE)” o “dificultades de aprendizaje” (DA), promovida desde el 
popular informe Warnock (1978). 


El Programme for International Student Assessment del año 2012, promovido 
por la Organización para la Cooperación y el Desarrollo Económicos (OECD, 
2013), fue la segunda ocasión en que la evaluación del rendimiento matemático 
ha sido el foco de este estudio. En esa edición del estudio PISA, se identificó 
como alumnado con bajo rendimiento (Low-Performing Students) a aquel cuya 
puntuación estaba por debajo del nivel 2 en la escala de PISA, considerando 
ésta, como el nivel de referencia básico para estimar una competencia funcional 
matemática. Esta medición del nivel competencial se realizó sobre una escala 
continua de puntuación, donde la puntuación media de la OECD estaba fijada en 
500 puntos con una desviación típica de 100. En aras de facilitar una mayor 
dimensionalización, el estudio determinó seis niveles, desde el más bajo (nivel 
1) hasta el más alto (nivel 6). El punto de corte de los estudiantes de bajo 
rendimiento (Low-Performing Students) en matemáticas se determinó por debajo 
de los 420 puntos. Posteriormente, la OECD (2016) elaboró un informe titulado 
Low-Performing Students: Why They Fall Behind and How To Help Them 
Succeed?, donde se desarrolla la categoría de Alumnado de Bajo Rendimiento, 
fundamentada en un estudio descriptivo sobre diversos factores de riesgo 
implicados; antecedentes familiares, actitudes hacia la escuela, prácticas 


escolares o las políticas educativas. En el mismo estudio se proponen, asimismo, 
medidas de mejora del rendimiento de esa categoría de alumnado. 


Como resultado de estas evidencias, la perspectiva educativa, se interesa 
principalmente por identificar las necesidades específicas de apoyo educativo 
que presenta un estudiante, en relación y respuesta a la evaluación y 
dimensionalización del grado de dificultad que muestra en su proceso de 
aprendizaje (Coronado-Hijón, 2018a), y para ello no se centra exclusivamente en 
las características del sujeto sino también, en las barreras contextuales que 
limitan o dificultan el aprendizaje en cada sujeto y contexto y la interrelación 
entre éstos. 


3. Prevalencia. 


Según el DSM5 (APA, 2013), entre el 3 y el 8 % de la población infantil 
presenta discalculia. Pero como dijimos anteriormente, a estos porcentajes 
relativos a las dificultades específicas de aprendizaje matemático (DEAM) 
(Mathematical Learning Disabilities, hay que añadir otro 10% de estudiantes que 
van a experimentar dificultades de aprendizaje leves (DAM) (Mathematical 
Learning Difficulties) pero persistentes (Berch € Mazzocco, 2007), y bajo 
rendimiento (Low-Performing, LP), (OECD, 2016). Estos grupos representan 
más un continuo de dificultades que categorías clínicas perfectamente 
delimitadas (Geary, Hoard, Nugent € Bailey, 2012). 


Utilizando puntos de corte estadístico para dimensionar estos trastornos, los 
estudiantes con DEAM se sitúan con una puntuación igual o inferior al percentil 
10 en las pruebas de rendimiento, mientras que los estudiantes con DAM y LP, 
son los que obtienen puntuaciones de logro matemático entre los percentiles 11 y 
25 (Murphy, Mazzocco, Hanich éx Early, 2007). 


4. Los Aprendizajes Matemáticos y los factores 
implicados en su adquisición. 


Desde una perspectiva psicopedagógica y con el objetivo de esquematizar el 
análisis general de los factores intervinientes en los aprendizajes aritméticos 
podemos distinguir entre los relativos al sujeto, los relacionados con el contexto 
y los relativos a la tarea. 


En cuanto a las variables personales, Skemp (1980) distingue en el aprendizaje 
matemático dos tipos de comprensión necesarias en el sujeto que aprende: 
instrumental y relacional. Cuando se realiza una Operación matemática o se 
aplica alguna regla procedimental es indispensable una comprensión 
instrumental, cuando además se puede explicar el procedimiento algorítmico, el 
sujeto demuestra una comprensión relacional. 


Por tanto, cuando el estudiante resuelve un algoritmo, ha de tener la capacidad y 
competencia de articular una serie de factores sintácticos y semánticos en la 
consecución del resultado correcto (Brown € Van Lehn, 1980; Resnick, 1982, 
1983). Los componentes sintácticos son las reglas y procedimientos (contenidos 
de enseñanza procedimentales) que guían el aprendizaje del alumno, como por 
ejemplo, iniciar la suma por la primera columna de la derecha, proceder columna 
por columna, etc....En cambio, los aspectos semánticos son los conceptos 
básicos (contenidos de enseñanza conceptuales) implicados en la ejecución del 
algoritmo. Los errores del alumnado pueden afectar a uno u otro componente o a 
los dos (Coronado-Hijón, 2017b). 


Los factores relativos a la tarea son aquellos requerimientos procedimentales que 
tienen que ver con las estructuras semánticas y sintácticas intervinientes en las 
operaciones aritméticas. 


A estos factores insertos en el proceso de enseñanza y aprendizaje, hay que 
añadir el denominado dominio afectivo matemático personal del estudiante, 
destacado desde los pioneros estudios de McLeod (1988). 


En el estudio internacional de tendencias en Matemáticas y Ciencias TIMSS 
2015, el porcentaje de alumnado que afirmó que; “no me gusta estudiar 
matemáticas” fue de un 21% del total UE y un 22 % del promedio OCDE 
(Mullis, Martin, Foy € Hooper, 2016). Relevantes estudios internacionales han 
mostrado que esas emociones negativas pueden provocar sentimientos de 
ansiedad que correlacionan fuertemente y de manera negativa con el rendimiento 
en esta materia (OECD, 2013b), descritos como sentimientos de tensión y 
ansiedad que interfieren con la manipulación correcta de números y con la 
resolución de problemas matemáticos (Leppávirta, 2011; Timmerman, Toll €z 
Van Luit, 2017). 


En relación a las variables de contexto, el estudio de la OECD citado, también 
reveló que la probabilidad que tiene un estudiante de presentar ansiedad 
matemática correlaciona fuertemente con las características del centro educativo 
en que está escolarizado y, en especial, con el nivel de competencia curricular 
adquirido en matemáticas en comparación con el resto de alumnado (Mullis, 
Martin, Foy €: Arora, 2012). En este sentido en el DSM5 (APA, 2013) se indica 
que el alumnado con dificultades de aprendizaje aritmético, tienen riesgo de 
desarrollar un cuadro de ansiedad relacionado con las tareas matemáticas, lo que 
lleva a una evitación escolar, que hace la adquisición de las habilidades básicas 
aún más difícil. 


Otra variable de contexto que se mostró correlacionalmente significativa es la 
referida al apoyo educativo del profesor, medido con la frecuencia con que el 
docente resaltaba los logros de su alumnado, les asesoraba sobre sus fortalezas y 
dificultades de aprendizaje específicas modelándoles respuestas y producciones 
más acertadas y eficaces. En la misma línea de investigación, los estudiantes que 
afirmaron que sus profesores de matemáticas utilizaban instrucciones para guiar 
su aprendizaje y evaluaciones continuas, criteriales y formativas, consiguieron 


buenos niveles de perseverancia en las tareas matemáticas, apertura en la 
resolución de problemas, y buena disposición académica hacia las matemáticas 
(Mullis, Martin, Foy €: Arora, 2012). 


Para describir cómo actúan estos factores de riesgo contextuales 

Booth y Ainscow (Ainscow, 1999; Booth, 2000; Booth y Ainscow, 2002), 
acuñaron el concepto de barreras para el aprendizaje y la participación, 
enfatizando una perspectiva contextual o social de las dificultades de aprendizaje 
más que sobre la supuesta discapacidad, centrando el interés educativo en la 
interacción entre el alumnado y sus contextos: sociales, económicos, de política 
educativa, de la cultura de los colegios, metodologías de enseñanza, etc., donde 
el propio concepto de dificultades de aprendizaje, no se entiende sin la 
consideración del efecto modulador del contexto en el que está inmerso el sujeto. 


Por tanto, la atención a la diversidad de capacidades ha de diseñarse desde una 
visión amplia e inclusiva de todo el alumnado, evitando cualquier tipo de 
barreras en el aprendizaje y la participación (Booth € Ainscow, 2011), sin 
limitarse a las necesidades educativas específicas del estudiante, asociadas a 
dificultades de aprendizaje y discapacidad. Además, ha de atender a las 
dificultades que el alumnado encuentra en su interacción y participación con el 
contexto educativo (Coronado-Hijón, 2016c, 2017c). De tal manera, el concepto 
de barreras hace referencia a cómo, tanto por falta de recursos o de experiencia, 
como por la implementación de programas, de métodos de enseñanza o de 
actitudes inadecuadas, se puede limitar el aprendizaje y desarrollo de cualquier 
alumnado (Ainscow, 2004). 


Estos factores relativos al contexto son tan importantes que los más relevantes 
estudios sobre el alumnado capaz de sobreponerse a situaciones negativas de 
contexto en su aprendizaje, han sido realizados correlacionando estas con el 
rendimiento matemático, dando paso a una línea de investigación dirigida hacia 
la resiliencia académica (Coronado-Hijón, 2016b, 2017a; Mullis, Martin, Foy «€ 
Arora, 2012). 


Todos esos tipos de factores (personales, tarea, contexto), actúan de manera 
interrelacionada, resultando de este producto, valencias positivas o negativas 
para el aprendizaje. 


El alumnado en los que predominan las influencias relativas al sujeto supone 
entre el 3 y el 8 % de la población infantil que se sitúa con una puntuación igual 
o inferior al percentil 10 en las pruebas de rendimiento. Y a estos porcentajes 
relativos a las dificultades específicas de aprendizaje matemático (DEAM) 
(Mathematical Learning Disabilities, hay que sumar un 10% de estudiantes que 
obtienen puntuaciones de logro matemático entre los percentiles 11 y 25 
(Murphy, Mazzocco, Hanich €: Early, 2007) y en los que los factores con mayor 
influencia son los relacionados con el contexto y que por ello, van a presentar 
dificultades de aprendizaje leves (Mathematical Learning Difficulties) pero 
persistentes (Berch 8: Mazzocco, 2007), así como un bajo rendimiento (Low- 
Performing, LP). En todos estos grupos de alumnado con dificultades, la 
intervención educativa es eficaz y proactiva, si se adecua a las necesidades 
específicas de apoyo educativo. 


CAPÍTULO II 


5. Errores en el aprendizaje aritmético. 


5.1 Componentes sintácticos y semánticos. 


En relación al estudio de las dificultades específicas en el aprendizaje de los 
procesos algorítmicos, hay que resaltar que éste ha adoptado dos perspectivas 
teóricas; una centrada en los aspectos sintácticos y otra, enfocada en los 
semánticos (Coronado-Hijón, 2014; Kilpatrick, Swafford €: Findell, 2001). 
Desde la primera línea de investigación, la aproximación sintáctica (Resnick €: 
Omason, 1987), ha estudiado los mecanismos procesales que intervienen en la 
generación de los errores (Brown € Burton 1978; VanLehn, 1990); desde la 
segunda, los estudios se han ocupado de la base conceptual que el alumnado 
construye durante el aprendizaje del algoritmo (Sander, 2001). 


Hasta la década de los años 70 del siglo XX, la influencia de la predominante 
corriente conductista, de la psicología, explicaban los errores aritméticos como 
causa de la desatención y/o desconocimiento o aprendizaje incorrecto de los 
procedimientos aritméticos (Groen €: Resnick, 1977). A partir de esta década y 
bajo la influencia del prisma cognitivista emergente el referido estudio se centra 
en las estrategias y sistema de procesamiento de la información que utiliza el 
discente. Este interés viene animado por el inicial desarrollo de software 
informático provocado por el auge de la informática, de tal manera que incluso 
se diseñan software específico para diseñar pruebas de detección de errores 
aritméticos, especialmente de la sustracción, como los denominado “Buggy” de 
Brown y Burton (1978); «Sierra» de VanLehn (1990) y «PS» de Young y O*Shea 
(1981). Precisamente, debido a la adopción del término informático se 
denominan “bugs” a los errores aritméticos. 


Aunque en la etapa anterior, ya se había descrito el carácter sistemático de 
algunos errores aritméticos (Brueckner € Bond, 1955), es la teoría de VanLehn, 
Repair Theory, la que asienta experimentalmente los mecanismos 
procedimentales de la realización de los errores sistemáticos o Bugs algorithmic 
(VanLehn, 1982, 1983, 1987, 1990). 


El interés conceptual, complementario al sintáctico, que surge en la posterior 
década de los años 80 del siglo XX, sostiene que la comprensión de los 
principios que originan el procedimiento es fundamental para la adecuada 
asimilación de la relación entre los conocimientos conceptuales y 
procedimentales de la aritmética (Fuson, 1988, 1992; Hiebert y Warne, 1996; 
Resnick, 1982; Resnick € Omanson, 1987). 


La lógica relación entre la asimilación conceptual de las estructuras numéricas y 
la ejecución procedimental de los algoritmos aritméticos, se constituye en la 
correlación positiva entre la comprensión conceptual y el proceso de ejecución, 
el cual posibilita la competencia metacognitiva de revisión de las operaciones 
algorítmicas para detectar posibles errores. En esta dirección, la responsabilidad 
de la interpretación semántica del procedimiento algorítmico en la generación de 
errores es fundamental (Fischbein, 1994). 


La teoría cognitiva de Efraim Fischbein (1999), postula la relevancia de tres 
componentes que conforman el proceso de resolución de los algoritmos: el 
intuitivo, el formal y el algorítmico. Siendo esta secuencia la dirección adecuada 
en el proceso de enseñanza y aprendizaje. Para Fischbein (1994, 1999), el origen 
de los errores es debido a la predominancia de la intuición en el proceso formal, 
lo cual genera distorsiones procedimentales y errores aritméticos, destacando la 
decisiva influencia del contexto y procesos de enseñanza aprendizaje en la 
acomodación de los conocimientos intuitivos a los esquemas formales 
matemáticos y a los procedimientos algorítmicos. 


5.2 Categorías de errores. 


Desde una visión funcional de las producciones finales aritméticas, Geary 
(2003,2004), basándose en los conocimientos genéticos, psicopedagógicos y 
neuropsicológicos, propone tres categorías de errores aritméticos: procedimental, 
memoria semántica y visoespacial. El subtipo procedimental se caracteriza por 
presentar procesos aritméticos erróneos y evolutivamente inmaduros. El subtipo 
visoespacial es el relacionado con errores en la representación espacial de la 
información numérica, tales como dificultades de alineación de los números en 
las Operaciones aritméticas con múltiples columnas o inversión o rotación de 
números. El subtipo relacionado con la memoria semántica se muestra con 
déficits en la recuperación de hechos numéricos desde la memoria, así como una 
elevada proporción de fallos de recuperación y tiempos de respuesta en la 
recuperación bastantes aleatorios y asistemáticos (Geary, 2006). Este subtipo 
suele concurrir con dificultades disléxicas de origen fonético. 


5.3 Tipos de errores y curso evolutivo. 


Ya se ha hecho referencia en un apartado anterior, que el DSM5 (APA, 2013), 
señala como errores característicos, en función del curso evolutivo y escolar, las 
siguientes dificultades: 


- Dificultades en identificar números, confusión de los signos: +, -, / y X, 
inversión o transposición de números. 


— Escasa habilidad para contar comprensivamente: conteo ordinal rutinario con 
dificultad en contar hacia atrás o de 2 en 2. 


- Dificultades en cálculo mental, comprensión de conjuntos, conservación, 
comprensión del valor de un número según su ubicación, para comprender y 
recordar conceptos, reglas, fórmulas, secuencias matemáticas. 


- Déficit en organización visoespacial e integración verbal (distinguir tamaños, 
formas que genera problemas en entender signos y direcciones y correcta 
alineación de números y símbolos). 


Desde una perspectiva educativa basada en los conocimientos de la piscología 
evolutiva sociocognitiva, tal como venimos fundamentando, entendemos que la 
ocurrencia de errores y dificultades en el aprendizaje aritmético, son el producto 
de factores personales, contextuales, y de la tarea. La utilidad de este enfoque 
cognitivista se justifica aún más con el hecho de la existencia contrastada de 
patrones consistentes en los errores, tanto individuales como colectivos. En 
relación a la consistencia individual, ya hemos comentado la originaria 
observación de “errores sistemáticos” (bug algorithmic) en el alumnado, 
realizada por los primeros investigadores. Pero también se ha constatado la 
consistencia de errores de manera colectiva en cohortes de edad y nivel en el 
alumnado, especialmente en la etapa educativa básica o primaria (Coronado- 
Hijón, 2014; Rico, 1995; Socas, 1997, 2007). Durante esta etapa, el alumnado 
con dificultades en el aprendizaje del cálculo (DAC) presenta un retraso en el 
desarrollo de los procedimientos de cálculo, tanto en las operaciones simples 
como en las multidígitos (Orrantia, 2000). 


La competencia de la escritura de números se adquiere en los primeros años de 
educación primaria, aunque una parte del alumnado encuentra dificultades en la 
traslación del código verbal al arábigo, cometiendo errores de omisión, adición e 
inversión de números durante los siguientes años de escolarización. En este 
grupo de alumnado, la escritura de centenas es un indicador que correlaciona con 
el nivel de logro en el posterior aprendizaje del cálculo aritmético. 

Evidenciando, investigaciones al respecto, que los errores de codificación literal, 
inversión y omisión tienen mayor prevalencia en los grupos con dificultades de 
aprendizaje matemático y rendimiento bajo. (Villarroel, Jiménez, Rodríguez, 


Peake €: Bisschop, 2013). 


Como ya hemos apuntado anteriormente, este tipo de dificultades específicas 
están relacionadas con el hecho de que si la dirección de la escritura de números 
es, al igual que la de palabras, de izquierda a derecha, el valor matemático de 
cada número es posicional aumentando de derecha a izquierda y las operaciones 
se realizan en este orden. Estos errores, que en ocasiones forman parte del 
proceso natural de aprendizaje e iniciación del alumnado a la numeración y 
cálculo aritmético hasta los 8 o incluso 10 años, pueden seguir mostrándose a 
partir de esas edades en el alumnado con dificultades de aprendizaje del cálculo 
aritmético, asociadas a dificultades específicas de la lecto-escritura, así como en 
algunos estudiantes con trastorno de déficit de atención e hiperactividad 
(TDAH), (Miranda, Meliá-de Alba, Marco-Taverner, Roselló 8: Mulas, 2006) y 
en el trastorno de aprendizaje no verbal (Jarque García, 2013). 


Referente a la concreción de los errores de cálculo aritmético, podemos destacar 
a continuación aquellos con mayor grado de estabilidad o sistematicidad e índice 
de prevalencia en el alumnado (Coronado-Hijón, 2014a): 


Suma: es preciso observar si el alumno comprende la noción y el mecanismo 
pero no la automatización de la operación. Presenta dificultad para sumar 
mentalmente, necesitando de alguna ayuda para realizarla, como contar con los 
dedos, dibujar palitos, etc. Colocar erróneamente las cantidades y no 
comprender el concepto de “llevar”. A menudo se observa en este tipo de 
dificultades que en cada columna pongan el resultado completo y que empiecen 
las operaciones por la izquierda (Coronado-Hijón, 2008). 


En cuanto a la prevalencia de errores en la suma, aproximadamente más de la 
mitad de los errores producidos son achacables a dificultades con el conteo hasta 
el nivel de 4” de Primaria. Una vez mejorados las competencias matemáticas de 
conteo, destacan a partir de 4” curso, los relativos a las llevadas. Le siguen en 
prevalencia, la colocación errónea de las cantidades (Coronado-Hijón, 2014a). 


Resta: proceso más complejo que la suma ya que exige además del concepto de 
conservación de la suma, el de reversibilidad. Si se presenta dificultad en cuanto 
a la posición espacial de las cantidades ocurre que se resta simplemente la cifra 
mayor de la menor sin tener en cuenta su posición (arriba o abajo). Las 
“llevadas” no saben dónde añadirlas, si al minuendo o al sustraendo. También en 
la resta colocan mal las cantidades y empiezan por la izquierda. La confusión de 
los signos es asimismo frecuente y por ende la operación, e incluso pueden llegar 
a confundir y alternar suma y resta en una sola operación. Pueden darse 
asimismo errores al operar con el cero (Coronado-Hijón, 2008). 


En cuanto a la prevalencia de distintos tipos de errores, la sustracción o resta es 
probablemente la operación aritmética más investigada y de la que poseemos 
mayor número de datos referentes a tipos y frecuencia de errores en su 
resolución (Coronado-Hijón, 2016a; López y Sánchez, 2006; Orrantia, 2000). 
VanLehn (1990: 223), describió un extenso glosario de 122 tipos de errores que 
en posteriores estudios (Coronado-Hijón, 2016a; Formoso y Jacubovich, 2012), 
han sido encuadrados en un número significativamente menor de categorías, con 
el objetivo educativo de hacer más funcional su detección, destacando la 
coincidencia de diversas investigaciones en los resultados de los errores de 
olvido de las llevadas que se muestra como el error más prevalente en el 
aprendizaje de esta operación algorítmica. Le siguen en ocurrencia, los errores 
con la cifra cero, la colocación errónea de las cantidades, así como el error de 
confundir y alternar suma y resta en una sola operación aritmética de 
sustracción. 


El concepto de estructura aditiva, cuyos ejemplos paradigmáticos son la adición 
y sustracción, es el basamento de una gran parte de la matemática y su desarrollo 
abarca un extenso período de tiempo. La transición de los conteos informales y 
el modelado de estrategias, que realizan los niños y niñas, anteriores a su 
instrucción formal, hasta la utilización de datos numéricos memorizados (hechos 
numéricos) y los algoritmos formales de la adición y sustracción, es un periodo 
crítico en el aprendizaje de las matemáticas y en algunas de las dificultades 
matemáticas posteriores que pueden tener su origen en la enseñanza de la suma y 
la resta (Carpenter, € Moser, 1983). 


Multiplicación: no entraña tantas dificultades como la resta, ya que es una 
operación directa como la suma. Incluso hay niños que a pesar de tener 
importantes fallos en la resta, multiplican sin errores. Las principales dificultades 
(Coronado-Hijón, 2008) que podemos encontrar son: 


La memorización de las tablas. 

Errores en el cálculo mental de la multiplicación. 
Errores con las llevadas. 

Errores con la cifra cero. 


Confusión con múltiplos de uno de los factores: por ejemplo, se responde a8x 5 
con los resultados de 32 (4x8), 64 (8x8) o 25 (5x5) 


Confusión con otra operación: dar a 8 x 5 el resultado de 13 (8+5) 


Error de interferencia: si poco antes se ha planteado 6 x 8, al preguntar 6 x 9 se 
responde 48 lo que indica que el resultado anterior interfiere el recuerdo de la 
multiplicación solicitada a continuación. 


Respecto a la prevalencia de los errores en la multiplicación (Coronado-Hijón, 
2014a), aparecen como más frecuentes los relativos a la memorización de las 
tablas (hechos numéricos) y los relativos a las llevadas, aunque mientras estos 
últimos decae su frecuencia en los cursos finales de la etapa educativa de 
primaria, los errores de memorización de tablas aumenta desde 4” a 6* donde 
alcanza más de la mitad del total de errores de multiplicación. Les siguen en 
prevalencia, los errores al colocar el primer resultado de la multiplicación por la 
segunda cifra y la confusión con otra operación (suma frecuentemente). Los 
errores con la cifra cero van desapareciendo hasta que al final de la etapa de 
educación primaria son casi inexistentes en la multiplicación. 


División: para resolverla correctamente se deben dominar las tres operaciones 
anteriores ya que la división es una combinación de todas ellas. Las principales 
dificultades están en la disposición espacial. 


Algunos estudiantes no comprenden por qué tienen que trabajar en el dividendo 


sólo con unas cifras dejando otras para más adelante y no saben por dónde 
empezar, si apartando unas hacia la izquierda o hacia la derecha. Se producen 
errores con la cifra cero. En el divisor les es muy difícil trabajar con más de una 
cifra y es frecuente que sólo lo realicen con una (la primera de la derecha o la 
primera de la izquierda o incluso alternándolas), (Coronado-Hijón, 2008). 


En lo relativo a la prevalencia de los errores de división, hay que destacar que al 
ser una operación aritmética necesitada del conocimiento conceptual y 
procedimental de las cuatro operaciones aritméticas, los errores que ocurran en 
las otras operaciones aritméticas se verán reflejados irremediablemente en la 
división. Es por ello que los errores aparecerán mayormente en la operatoria del 
dividendo, escenario procedimental de las cuatro operaciones aritméticas 
básicas. 


CAPÍTULO IV 


6. Evaluar enseñando. 


Decíamos al principio, con palabras de Stenhouse, que; “las evaluaciones 
convencionales de tipo objetivo no van destinadas a comprender el proceso 
educativo. Lo tratan en términos de éxito y fracaso... el docente debería ser un 
crítico y no un simple calificador”, (Stenhouse, 1984, p. 166). Para ello, la 
atención y apoyo educativo, ha de fundamentarse en evaluar-enseñando, desde 
una programación didáctica que partiendo de los conocimientos previos del 
alumnado, se despliegue desde los datos proporcionados por una evaluación, 
criterial y formativa, basada en una retroalimentación que aporte confianza y 
positivas expectativas de logro en el alumnado (Coronado-Hijón, 2016b). 


En las últimas décadas del siglo XX, diversas estudios reflejaban la ineficacia 
para mejorar el rendimiento académico mediante el entrenamiento del alumnado 
en procesos psicológicos básicos (Ortiz, 2004) basados en las teorías del 
procesamiento, vigente hasta entonces. Esto creó un estado de crisis de 
conocimiento educativo que vino a solventar el modelo de instrucción directa, 
consistente en el análisis de la tarea en que el aprendiz presenta dificultades, con 
el objetivo de favorecer su adquisición mediante la secuenciación didáctica de 
las destrezas o competencias a instruir. 


Desde este nuevo enfoque educativo, el modelo de evaluación normativa o 
estandarizada basado en los test, no es considerado como el más funcional, al no 
aportar información educativa, por lo que se defiende la utilización de un 
modelo criterial, con la finalidad de evaluar el grado de consecución de los 
objetivos educativos en el alumnado (Ortiz, 2004). El uso de los tests normativos 
necesita de la complementación de diversas estrategias de evaluación, tales 
como pruebas criteriales de diagnóstico, pruebas basadas en contenidos 


curriculares, análisis de los errores mediante métodos observacionales y listas de 
cotejo o checklis (Coronado, 2015b, 2017d; Horowitz, 2011). 


La distinción entre evaluación normativa y evaluación criterial la hace por 
primera vez Glaser en 1963, acuñando el término de «evaluación criterial» 
(Popham, 1983: 31). Para Popham “una prueba que hace referencia a un criterio 
es la que se emplea para averiguar la situación de un individuo con respecto a un 
campo de conducta bien definido”. (Popham, 1983, p. 134), Mientras que la 
evaluación normalizada sitúa el rendimiento del sujeto en comparación con un 
grupo, la evaluación criterial nos informa del rendimiento del sujeto en relación 
con un determinado criterio significativo. Éstos han de estar secuenciados como 
respuestas y rendimientos observables para la mejor dimensionalización 
evaluativa. 


La evaluación criterial es una evaluación que puede diagnosticar tanto el nivel de 
aprendizaje adquirido por el alumno como las deficiencias del mismo y que en 
este caso se puede intervenir de manera inmediata dada la información tan 
precisa que proporciona. (Manrique, 2009, p. 44). 


Aunque desde el ámbito del proceso de enseñanza, estos criterios suelen estar 
referidos solo a objetivos educativos, hemos de resaltar la importancia que tiene 
en la evaluación de las dificultades de aprendizaje del aritmético, dirigir también 
la observación a los errores que comete el alumnado, tanto o más que en los 
aciertos (Socas, 2007, p. 2011). Por lo que la evaluación debe partir de una 
evaluación inicial basado en el análisis de las producciones erróneas para inferir 
desde éstas, la conceptualización que hace el estudiante, relacionada con la 
operación en sí misma y con los procedimientos y reglas que ésta requiere 
(Coronado Hijón, 2016a). 


La evaluación educativa puede y ha de participar en la identificación y 
dimensionalización de errores específicos en el aprendizaje del cálculo 
aritmético (Coronado-Hijón, 2018a), complementariamente a las técnicas 


psicométricas y pruebas de rendimiento, desde un enfoque básicamente 
educativo, centrado en la respuesta a la intervención instruccional (Coronado- 
Hijón, 2015a), mediante la articulación de técnicas de observación 
sistematizadas que permitan niveles adecuados de validez y fiabilidad de las 
observaciones, con metodologías de enseñanza con evidencias de éxito. Por lo 
que, la evaluación “debe ser un proceso que acompaña el aprendizaje, permite la 
construcción y refuerzo del conocimiento y una posibilidad de aprender del 
error. “No es un fenómeno ajeno, añadido, sobrepuesto y descontextualizado.” 
(Santos Guerra, 2010, p. 12). 


Enfoques y corrientes educativas actuales como la de “evaluar interviniendo, 
intervenir evaluando” (Aguilera €: García, 2004), “interviniendo para prevenir” 
(Fletcher € Vaughn, 2009), “evaluar para aprender” (Anijovich € González, 
2011), “evaluación como aprendizaje” (Santos Guerra, 2010) y la “respuesta a la 
intervención educativa” (Fuchs € Fuchs, 2006), apuntan a la necesaria 
retroalimentación de una evaluación criterial y formativa que nos informe acerca 
de los errores y las dificultades específicas en el aprendizaje del alumnado. En 
esta dirección, es necesario avanzar hacia una evaluación diagnóstica que con un 
claro sentido formativo, transcienda la mera ubicación del sujeto, en una 
determinada categoría diagnóstica mediante cualquier sistema de comparación y 
categorización (González, Benvenutto € Lanciano, 2017). 


Para describir las características básicas que debe reunir esta evaluación criterial 
formativa, en el área de las dificultades de aprendizaje del cálculo (DAC), 
utilizaremos el clásico guion del: qué, cuándo y cómo. 


6.1. Qué evaluar. 


Desde la perspectiva educativa que venimos defendiendo, el trastorno de cálculo 
lo hemos definido como una dificultad de aprendizaje que afecta a la adquisición 
de conocimientos conceptuales y procedimentales acerca de los números y sus 

operaciones aritméticas básicas, en relación a un contexto educativo determinado 


y a las capacidades y disposición motivacional del estudiante hacia éste. Por 
tanto, la evaluación ha de incluir la valoración de los factores relativos al sujeto, 
la tarea y el contexto. Con este objetivo podemos realizar un proceso deductivo 
de evaluación, analizando todos esos factores, aunque también reúne garantías 
de validez, la realización de un proceso de evaluación inductivo desde los 
protocolos de la observación sistematizada, centrada en la valoración de los 
errores y dificultades de aprendizaje que muestra el sujeto. 


Coincidimos con Riviere (1990), que el enfoque de la psicología cognitiva, 
posiblemente sea la perspectiva científica que facilite una mayor profundidad y 
amplitud en el análisis de las dificultades de aprendizaje del cálculo aritmético, 
ya que se interesa por el análisis de los mecanismos cognitivos que vertebran las 
competencias aritméticas y de cálculo, así como el procedimiento con que se 
adquieren estos mecanismos a lo largo del curso evolutivo. Basándose en 
resultados y productos matemáticos, se realiza la descripción sobre la naturaleza 
de las dificultades, especificando mediante el análisis de las tareas y actividades, 
las competencias matemáticas del alumnado en los distintos momentos de su 
escolaridad y secuencia evolutiva. 


Esta aproximación de orientación cognitiva, al estudio de los errores 
discalcúlicos, plantea que las dificultades en el aprendizaje del cálculo son 
susceptibles de desfragmentación en distintos componentes de un procesamiento 
interno de carácter cognitivo, para cuyo estudio se requieren métodos indirectos 
de observación, como el análisis de los errores (Coronado-Hijón, 2014a) y se 
complementa con el análisis de tareas criterial. Desde la perspectiva educativa 
constructivista social, en la que nos ubicamos, las trayectorias hipotéticas de 
aprendizaje (THA) (Simon, 1995), son una estrategia holística y funcional que 
interrelaciona; el objetivo de aprendizaje, las hipótesis sobre el proceso de 
aprendizaje del alumnado y las tareas más relevantes en ese aprendizaje. 


En esta línea de investigación, se advierte de la importancia que tiene dirigir la 
observación a los errores que comete el alumnado en el aprendizaje aritmético, 
tanto o más que en los aciertos (Socas, 2007, 2011), ya que incluso el alumnado 


que muestra un aprendizaje suficiente, puede mostrar en algún momento de su 
escolaridad básica, errores operacionales que, de no ser remediados, dificulten 
aprendizajes superiores, ya que tan solo el alumnado competente en la 
resolución de operaciones aritméticas simples, mediante la ayuda de la 
automatización de los hechos numéricos básicos, puede dedicar recursos de 
memoria a procesos cognitivos superiores relacionado con los procedimientos de 
resolución de problemas aritméticos. 


El análisis de los errores matemáticos es un procesamiento muy útil para 
entender el razonamiento matemático de un individuo concreto. Si somos 
capaces de averiguar por qué se ha producido ese error, estaremos en el camino 
de averiguar el proceso mediante el que un sujeto determinado ha llevado a cabo 
una operación matemática, en qué punto del camino ha tenido lugar el error, y la 
forma de corregirlo (Pérez Sánchez, 2009, p.159). 


La utilidad de esta aproximación cognitiva se justifica aún más con el hecho de 
la existencia constatada de patrones consistentes en los errores, tanto a nivel 
individual como colectivo. En cuanto a la consistencia individual, Los 
originarios estudios de Young y O'Shea (1981), a partir de las aportaciones de 
Brown y Burton (1978) y de Brown y VanLehn (1980) identificaron 
características de diferentes patrones de error. En cuanto al segundo nivel de 
análisis comentado, también se ha constatado la consistencia de errores de 
manera colectiva en estudiantes de distintos estratos de edad y nivel educativo, 
especialmente en la etapa básica o primaria de su aprendizaje matemático 
(Coronado-Hijón, 2014a, Rico, 1995; Socas, 1997, 2007). Por todo ello, el 
estudio de los errores sistemáticos es considerado desde las últimas décadas 
como una línea de investigación prometedora (López, Gómez €: Restrepo, 2015; 
Siegler, 2003). 


Del informe de resultados de dificultades y errores encontrados podemos valorar 
los procesos y competencias relacionadas así como el contexto educativo preciso 
para su optimización. 


6.2. Cómo evaluar. 


La observación es una estrategia tan útil en los procesos evaluativos y 
diagnósticos, como en el ámbito de la investigación educativa. 


Anguera y Bakeman definen la metodología observacional como: 


Un procedimiento encaminado a articular una percepción deliberada de la 
realidad manifiesta con su adecuada interpretación captando su significado, de 
forma que mediante un registro objetivo, sistemático y específico de la conducta 
generada de forma espontánea en un determinado contexto, y una vez que se ha 
sometido a una adecuada codificación y análisis, nos proporcione resultados 
válidos dentro de un marco específico de conocimiento. (Anguera €: Bakeman, 
1991, p. 109) 


Con esa finalidad, debe diseñarse en función de un objetivo pre formulado de 
diagnóstico o evaluación, planificarse sistemáticamente, estar controlada y en 
relación a proposiciones y constructos más generales, así como, sujeta a 
comprobaciones de validez y fiabilidad. 


El procedimiento de esta metodología observacional, implica la utilización 
secuenciada de dos perspectivas de investigación evaluativa, que inicia el 
estudio desde una estrategia básicamente cualitativa, para posteriormente reflejar 
las observaciones en un tipo de registro o rejilla de observación y finalmente, 
termina con un procedimiento de análisis cuantitativo (Anguera, 2004; Anguera 
éz Izquierdo, 2006), que convierte las observaciones realizadas desde la 
metodología cualitativa en cifras o valores numéricos que expresan frecuencias 
o medidas. 


Esta combinación de la perspectiva metodológica cualitativa y la cuantitativa, en 
el desarrollo de la metodología observacional es ya una estrategia metodológica 
frecuente (Anguera, 2010; Bakeman € Gottman, 1986) en los tipos de pruebas 
ya citadas como; las de tipo analítico criteriales de diagnóstico, pruebas basadas 
en contenidos curriculares, análisis de los errores mediante métodos 
observacionales y listas de cotejo o “checklist” ( Horowitz, 2011), como la ya 
citada prueba analítica para la Evaluación de las Dificultades de Aprendizaje del 
Cálculo (EVADAG; Coronado-Hijón, 2017d), que identifica y dimensiona los 
errores sistemáticos de mayor prevalencia en el aprendizaje del cálculo 
aritmético (Coronado-Hijón, 2014a). 


6.3. Cuándo intervenir. 


Los diagnósticos presuntivos posibilitan adecuar la atención educativa de 
manera temprana e intensiva en los primeros momentos de escolaridad, en los 
que surgen. Con una atención temprana a las necesidades específicas de apoyo 
educativo en el aprendizaje del cálculo, es posible identificar al alumnado que 
responde positivamente a la intervención de apoyo educativo del grupo que 
después de ésta sigue presentado trastornos de aprendizaje. Butterworth €: 
Reigosa, (2007) proponen utilizar el término Dificultades de Aprendizaje de la 
Aritmética para designar al alumnado con percentil de rendimiento inferior a 30 
respecto a su grupo, y Discalculia del Desarrollo al grupo que presenta trastornos 
más severos y persistentes, que las estimaciones de prevalencia sitúan entre 3,6 
% y 6,4 %. 


Un enfoque diagnóstico alternativo al criterio psicométrico de discrepancia entre 
el nivel intelectual y el rendimiento, es el diagnóstico pedagógico basado en la 
"respuesta a la intervención" educativa, Response to Intervention (RTTI) (Fletcher 
et al., 2007; 2009). Esta metodología, parte de un enfoque dinámico y formativo 
de la identificación del alumnado en riesgo, frente al enfoque psicométrico 
estático de las aptitudes académicas. La Respuesta a la Intervención (Rtl) como 
un método complementario e incluso alternativo al enfoque psicométrico clínico, 
tiene como objetivo, la protocolización de una intervención y evaluación criterial 


y formativa del alumnado en riesgo de presentar dificultades de aprendizaje 
(Coronado Hijón, 2014b). 


La RTI no es ni un programa específico ni un método de enseñanza. Es un 
método de evaluación criterial y formativa de las habilidades y competencias de 
los estudiantes, dirigido a la planificación más adecuada de las medidas de 
atención educativa específicas de apoyo educativo, con un carácter holístico 
sobre los factores relevantes en los trastornos de aprendizaje. 


De las tres características básicas de este método; la evaluación inicial o 
screening, el seguimiento y monitoreo del progreso de aprendizaje, y la 
enseñanza escalonada, es ésta última la que mejor define este modelo. La 
enseñanza escalonada, representa un modelo en el que ésta varía en varias 
dimensiones relacionadas con la naturaleza y la severidad de las dificultades de 
aprendizaje mostrada en el alumnado. 


La protocolización de esta metodología consta, generalmente, de tres niveles de 
intervención, en cada uno de los cuales, se realiza una evaluación criterial y 
formativa para determinar la existencia y magnitud de la dificultad encontrada, y 
así, diseñar una intervención adecuada a las necesidades específicas de apoyo 
educativo. Esta graduación en la intervención se hace más intensiva a tenor de 
las respuestas educativas con indicios de dificultades de aprendizaje aritmético 
(Denton, Fletcher, Anthony €: Francis, 2006; Linan-Thompson, Vaughn, Prater 
8z Cirino, 2006). 


Los niveles son (Fox, Carta, Strain, Dunlap €: Hemmeter, 2010; National Center 
on Response to Intervention, 2010): 


Nivel 1: Es considerado el componente clave de la instrucción escalonada, donde 
todo el alumnado del grupo clase recibe la enseñanza desde un programa 


educativo basado en la evidencia de éxito. En este nivel el referente es el diseño 
curricular normativo recogido en los estándares estatales. Este currículo ha de 
ser desarrollado dentro de una metodología de enseñanza de alta calidad en 
matemáticas, con evidencias de éxito demostradas. 


Se parte de un screening que aporte datos de referencia del rendimiento de todo 
el alumnado del grupo, exceptuando aquellos que posean alguna discapacidad 
diagnosticada previamente. Con este objetivo, suelen utilizarse como 
instrumento de evaluación, listas de verificación o cotejo (checklist), con cuyos 
datos se planifica la atención educativa adecuada, al inicio de cada trimestre. 


Los cambios propuestos en el DSM-5 (American Psychiatric Association, 2013), 
referentes a la evaluación de los trastornos de aprendizaje, muestran una 
alineación y concordancia (Cavendish, 2013) con los procedimientos de 
evaluación educativa citados. Concretamente, en el manual clínico referido, se 
recomiendan evaluaciones dimensionales complementarias (Coronado-Hijón, 
2018b), implementadas mediante pruebas de evaluación y materiales y recursos 
educativos de validez y fiabilidad demostradas (American Psychiatric 
Association, 2013). Esta evaluación dimensional del DSM-5 se establece en un 
continuo de la severidad, como: leve, moderado y severo 


En este nivel 1 es necesario pues, que los docentes tengan acceso a pruebas e 
instrumentos de evaluación criterial de las dificultades de aprendizaje en el 
cálculo (DAC), sencillos, válidos y fiables. Como ejemplo de esta línea de 
investigación, podemos citar la prueba analítica para la identificación y 
dimensionalización de las Dificultades de Aprendizaje del Cálculo (EVADAC; 
Coronado-Hijón, 2017d). EVADAC es una prueba diseñada con los 
requerimientos científicos de la observación sistematizada que, utilizada como 
recurso educativo, facilita al profesorado, de manera sencilla y accesible, la 
evaluación del componente aritmético procedimental sintáctico y sus principales 
errores y dificultades, con unos aceptables niveles de validez y fiabilidad que 
facilitan la intervención de ayuda educativa eficaz y adecuada a las necesidades 
específicas de apoyo educativo. Su uso permite realizar una intervención 


contextualizada y personalizada sobre los errores específicos cometidos por el 
estudiante, así como poder identificar y dimensionar al alumnado en riesgo de 
dificultades de aprendizaje en el cálculo aritmético (DAC), como aquellos que se 
sitúen en un percentil de errores igual o superior del 25 o 30, respecto a su 


grupo. 


En este primer nivel, el objetivo es que si el programa se implementa con un alto 
grado de integridad y con maestros altamente capacitados, entonces la mayor 
parte del alumnado mostrará resultados en su evaluación con un nivel de 
competencia que cumple con los estándares mínimos de rendimiento en el área 
de matemáticas. Esta expectativa incluye al 75% -80% del alumnado (Shapiro, 
2014). 


Nivel 2: El alumnado que presenta algún tipo de dificultad o no ha progresado 
adecuadamente en el nivel general (1), pasan al nivel 2 (Baker, Fien, €z Baker, 
2010). 


La organización escolar precisa para desarrollar este nivel, requiere de la 
planificación de grupos flexibles o desdobles de grupos, preferiblemente con la 
asistencia del profesorado de apoyo, realizando éste dentro del grupo clase y 
estructurado en pequeños grupos interactivos de entre 3 y 6 estudiantes. En este 
nivel se realiza una evaluación más específica cada mes, con alguna prueba 
analítica de cálculo, validada experimentalmente (EVADAC; Coronado-Hijón, 
2017d), para volver al nivel 1 al alumnado que ha superado sus dificultades, así 
como pasar al nivel 3 al que no ha mejorado sus trastornos de aprendizaje. En 
este nivel, el alumnado puede precisar adaptaciones curriculares no 
significativas. 


Nivel 3: Si el nivel 1 y 2 están dentro del espectro de medidas ordinarias de 
atención educativa, las intervenciones educativas del nivel 3 son más intensivas 
y se ofrecen de manera individual o en grupos muy reducidos y si fuera 
necesario, a tiempo parcial fuera del aula ordinaria, requiriendo frecuentemente 


adaptaciones curriculares significativas (Coronado-Hijón, 1998) y por tanto, el 
prescriptivo informe psicopedagógico de los profesionales especialistas en 
orientación educativa. 


Este nivel, que se implementa en grupos pequeños, de uno a tres estudiantes, 
tiene como finalidad un apoyo educativo fuera del grupo ordinario y en periodos 
variables para la superación de las dificultades discentes, dedicando a ello, una 
mayor duración de tiempo (tanto en longitud total de la intervención como en la 
regularidad de la temporalización de la enseñanza programada), (Haager, 
Vaughn, € Klinger, (2007). También, en este nivel se incrementa el seguimiento 
de manera quincenal, así como la frecuencia de pruebas de evaluación 
específicas que den información sobre las trayectorias de aprendizaje (González 
8: Gómez, 2017; Simon, 1995), 


Quincenalmente, cuyos datos han de ser analizados coordinadamente por el 
profesorado ordinario, especialistas de apoyo educativo y orientadores escolares, 
en continua comunicación del seguimiento con la familia. El responsable de esta 
coordinación es el tutor y todo el profesorado está asesorado por el orientador 
escolar. 


Los niveles de instrucción, se diferencian en relación a varias dimensiones: una 
dimensión es la intensidad de la instrucción en relación a la mayor 
significatividad de la adaptación curricular necesitada, otra la cantidad de apoyo 
educativo suplementario en relación al tiempo de duración de éste, otra el grado 
de seguimiento o monitoreo del aprendizaje del alumnado y otra, la frecuencia 
de las medidas de atención educativa de esa instrucción escalonada, a lo largo 
del día o la semana. 


En algunos casos, la diferencia entre los Niveles 2 y 3, puede ser tan solo la 
cantidad de tiempo que el alumnado pasa dentro de esta medida de atención 
educativa escalonada. También es posible combinar la intensidad y la cantidad 
de la atención educativa de apoyo suplementario. También es posible diferenciar 


la intervención educativa en relación al nivel de seguimiento o monitoreo de 
progreso que se usa en cada nivel. Lo más común es que la frecuencia del 
seguimiento de progreso se programe semanalmente o quincenalmente en el 
Nivel 2 y dos veces a la semana para el Nivel 3. 


Esta posibilidad de establecer grupos flexibles permite a los colegios diseñar una 
atención educativa ordinaria que de manera escalonada se va haciendo más 
específica y adaptada a las necesidades específicas de apoyo educativo, mediante 
la combinación de estas dimensiones. 


La protocolización de la detección e identificación del alumnado con 
necesidades específicas de apoyo educativo (neae) así como de la organización 
de la respuesta educativa, consiste en la estandarización de un conjunto de 
procedimientos articulados que previamente han mostrado evidencias de eficacia 
desde los resultados de la investigación educativa. 


La protocolización en las intervenciones es una necesidad a la vez que una 
garantía de que las intervenciones educativas que requieren la actuación en 
interrelación de equipos de profesionales, se desarrollarán con la mayor eficacia, 
mediante la vertebración secuenciada de unas fases determinadas de actuaciones 
concretas, para cada profesional, en relación a sus específicas funciones técnico 
profesionales. En este caso, serían docentes de aula, docentes de apoyo y los 
especialistas en orientación educativa. 


CAPÍTULO V 


7. Contenidos de la atención educativa. 


Desde el análisis de la cognición matemática, diferenciamos dos formas o tipos 
de conocimiento (Rittle-Johnson € Schneider, 2014): el conceptual (conceptual 
knowledge) y el procedimental (procedural knowledge). De una parte, el 
conocimiento conceptual comprende los conocimientos semánticos y principios 
matemáticos que articulan un dominio y sus interrelaciones. Por otra parte, el 
conocimiento procedimental se refiere a los conocimientos sintácticos para la 
competencia de ejecución de las diferentes reglas y algoritmos que son 
necesarios para la resolución de un problema. Desde el análisis de los contenidos 
no cognitivos intervinientes, son relevantes los contenidos actitudinales. 
Actualmente, los datos de investigación informan de durante el proceso de 
enseñanza aprendizaje existen interrelaciones entre estos tres tipos de contenidos 
de conocimiento (Birchwood y Daley, 2012; Coronado-Hijón, 2017b; Rittle- 
Johnson é€z Schneider, 2014; Rittle-Johnson, Schneider €: Star, 2015) 


Comenzando con los primeros, la propuesta de Crooks y Alibali (2014) para 
organizar el conocimiento conceptual es: (i) conocimiento de los principios 
generales, donde se incluyen reglas, definiciones, conexiones y estructura del 
dominio o competencia; y (ii) conocimiento de los principios subyacentes a los 
procedimientos. 


El Consejo Nacional de Profesores de Matemáticas de Estados Unidos, en el 
manual titulado “De los principios a la acción. Para garantizar el éxito 
matemático de todos” (NCTM, 2015), menciona ocho prácticas educativas con 
evidencias de éxito que representan un conjunto de competencias y habilidades 
esenciales, necesarias para desarrollar en los estudiantes un significativo y 
funcional aprendizaje de las matemáticas: 


Establecer objetivos matemáticos basados en el aprendizaje- 

Implementar actividades de razonamiento y de resolución de problemas. 
Usar y vincular las representaciones matemáticas. 

Favorecer el discurso matemático significativo. 

Plantear preguntas deliberadas. 

Desarrollar la fluidez procedimental a partir de la comprensión conceptual. 
Incentivar el esfuerzo productivo en el aprendizaje de las matemáticas. 


Observar y utilizar evidencias del pensamiento de los estudiantes. 


Estas ocho estrategias de enseñanza de las matemáticas son “un conjunto de 
acciones muy recomendables para todos los docentes, asesores pedagógicos y 
especialistas en matemáticas, así como para todo el personal administrativo de 
escuelas y distritos y cada uno de los líderes políticos y responsables de 
políticas” (NCTM, 2015, p. 4). 


Como decíamos anteriormente, la teoría cognitiva de Efraim Fischbein (1999), 
postula la relevancia de tres componentes que articulan el proceso de resolución 
de los algoritmos: el intuitivo, el formal y el algorítmico. Siendo esta secuencia 
la dirección natural en el proceso de aprendizaje. Para Fischbein (1994, 1999), el 
origen de los errores es debido a la predominancia de la intuición sobre el 
procesamiento formal en el periodo donde debe de desplegarse este último, 
acarreando distorsiones procedimentales y errores aritméticos. 


Si el aprendizaje matemático informal concreto y situado, es la base fundamental 
donde sustentar la competencia matemática, es necesario además, que el sujeto 


asimile representaciones simbólicas (Orrantia et al., 2017) con las que pueda 
operar el sujeto desde una capacidad cognitiva de pensamiento formal o 
abstracto, para un adecuado desarrollo de esa competencia, la cual ha de estar 
basada en una enseñanza significativa de conceptos básicos, que priorice el 
desarrollo del sentido numérico, que supone la competencia de comprender, 
contar y nombrar los números. 


Si las nociones de adición y de sustracción pueden ser asimiladas 
simultáneamente a la adquisición del concepto de número, la noción de producto 
de la multiplicación y la división son algoritmos que requieren del dominio 
previo del concepto y sentido del número, así como de su simbolización. 


De acuerdo con Resnick (1982), sin la asimilación comprensiva de las 
estructuras conceptuales semánticas, no es posible el uso correcto y funcional de 
las reglas procedimentales sintácticas. Aunque el desarrollo y adquisición de las 
formas de competencia matemática se produce en la mayoría del alumnado 
durante los primeros años de educación formal matemática, un número 
importante de alumnado no consigue una adecuada comprensión conceptual del 
sistema de numeración en base 10, y algunos muestran bastantes errores con los 
cálculos de varios dígitos. (Geary, Hoard, Nugent € Bailey, 2013). 


Son ya bastantes los datos de estudios que nos llevan a concluir que el 
conocimiento significativo del sistema de numeración decimal y del valor 
posicional (Godino, Font, Konic €: Wilhelmi, 2009; Yang, 2007), son los 
prerrequisitos cognitivos para la posterior comprensión de las operaciones 
fundamentales con números, fracciones y decimales (Nataraj € Thomas, 2009). 
Esos prerrequisitos cognitivos implicarían una conciencia decimal. 


Podríamos afirmar que al igual que la conciencia fonémica es a la vez que 
prerrequisito, consecuencia del aprendizaje de la lectura y de la consecuente 
correspondencia grafema a fonema en sistemas alfabéticos (Coronado-Hijón, 
20170), la conciencia decimal es también prerrequisito y consecuencia del 


aprendizaje significativo del sistema de numeración decimal y del valor 
posicional de la numeración en éste. La idea de que para una adecuada 
comprensión del sentido numérico, en los sujetos de nuestras sociedades, es 
necesaria el desarrollo cognitivo de una conciencia operativa decimal, debe 
entenderse como un marco de trabajo educativo. 


La conciencia decimal forma parte del sentido numérico, en nuestras sociedades, 
como competencia cognitiva del sujeto para operar con objetos mediante la 
composición y descomposición de grupos de elementos en base 10, implicando 
tanto a los conocimientos semánticos conceptuales como a los sintácticos 
procedimentales. Si el sentido numérico necesita de una asimilación de los 
esquemas cognitivos a ese conocimiento, la conciencia decimal conlleva la 
acomodación de esos esquemas al formalismo abstracto del sistema numérico 
decimal y posicional. 


7.1. La conciencia decimal. 


El aprendizaje formal matemático se basa en sistemas de agrupamientos 
consensuados como lo es el sistema decimal. Esos agrupamientos de unidades en 
relación a una base, se denominan sistemas de numeración. 


Los sistemas de numeración son por tanto una forma de agrupar para contar 
elementos y tienen un carácter consensuado y formal. Son una herramienta 
social de alfabetización matemática para una sociedad determinada y por tanto, 
han de ser enseñados y aprendidos, alrededor de dos principios básicos: 


* Las cifras o dígitos no representan sólo unidades sino también grupos de 
unidades. A cada uno de ellos se le denomina unidad de orden superior. El 
número de unidades que conforma cada unidad de orden superior es la base del 
sistema de numeración. 


* Cualquier número se representa mediante combinaciones de los signos, cifras o 
dígitos definidos en el sistema de numeración. 


Las primeras matemáticas surgen en las civilizaciones sumeria y egipcia. La 
primera civilización sumeria situada en las poblaciones de Mesopotamia es la 
que desarrolla la denominada matemática babilónica, de la que tenemos 
referencias matemáticas inscritas en tablillas de arcilla, desde el año 1830 antes 
de Cristo (a.C.). 


Este primer sistema de numeración babilónico era el sistema de 

numeración sexagesimal, en base 60. De cual todavía hacemos uso en la media 
del tiempo: 60 segundos constituyen un minuto, 60 minutos constituyen una 
hora, 360 grados conforman un círculo. 


Los babilonios fueron realizaron importantes avances en matemáticas por dos 
razones: la primera, el número 60, como base, está compuesto por muchos 
divisores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30 y 60, lo que facilita los cálculos 
con fracciones; la segunda razón es que, a diferencia de egipcios y romanos, el 
sistema de numeración de sumerios y babilonios, al igual que la civilización 
india y la maya, representan un sistema de notación posicional, en donde los 
dígitos escritos en la columna de la izquierda representan valores de orden 
superior. 


Posteriormente, a principios del tercer milenio a.C. los egipcios desarrollaron el 
primer sistema decimal (numeración de base 10), aunque no era un sistema 
posicional como el de los primigenios sumerios y babilonios. Otras 
civilizaciones, desarrolladas en el primer milenio de nuestra era, como las de los 
mayas y de los aztecas de la América Central precolombina adoptaron una base 
vigesimal, agrupando por veintenas los elementos a contar, (aunque los mayas 
empleaban también la base cinco en dicho sistema), mientras que los incas 


empleaban uno decimal posicional. 


El sistema de numeración que utilizamos actualmente es el sistema de 
numeración decimal. Este sistema, originario de la India, fue introducido en 
Europa por los árabes en el siglo XIII, propiciado por los intercambios 
comerciales y culturales con Europa occidental, sustituyendo progresivamente al 
sistema de numeración romano. Su expansión fue paulatina hasta que a finales 
del siglo XVIII quedo definitivamente extendida su implantación. 


El sistema de numeración decimal, se caracteriza porque utiliza sólo diez 
símbolos, denominados cifras o dígitos (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9), los cuales 
adquieren un valor dependiendo de la posición que ocupen en la cifra 
correspondiente y en relación a una potencia de base 10, de manera que 10 
unidades de un determinado orden se agrupan para constituir una unidad de 
orden inmediatamente superior. Por tanto las características básicas de nuestro 
sistema de numeración son dos: decimal y posicional. 


7.1.1. El Sistema Numérico Decimal 


En el sistema decimal la cifra cero, O, adquiere una relevancia excepcional, 
debido a que en solitario representa la no existencia de algo, pero que añadido a 
la derecha de otra cifra, sitúa a ésta en una unidad de orden inmediatamente 
superior: unidades, decenas, centenas, millares, etc. 


La estructura aritmética en base 10, pues, es una arbitrariedad consensuada y 
necesitada de competencias y razonamiento abstracto, que el estudiante debe 
asimilar en sus esquemas cognitivos, acomodar éstos a ese tipo de agrupamiento 
en el conteo y automatizar y memorizar tablas (hechos numéricos) en la 
realización de cálculos en relación a esa base. 


Esta comprensión supone un punto de inflexión desde la primigenia aritmética 
informal y contextual hacia una aritmética más formal basada, como decíamos, 
en la asimilación de instrumentos culturales como lo es el sistema decimal. La 
acomodación y asimilación cognitiva de sus esquemas aritméticos a este sistema 
operativo implica en el sujeto una conciencia decimal de estructuración y 
computación aritmética, el cual ha de ser incluido también como estructura de 
los hechos numéricos básicos que va incorporando a sus experiencias de 
cómputo matemático. Esas primeras experiencias y estrategias aritméticas 
utilizadas por los niños mediante la manipulación y conteo verbal, van 
incorporando a la memoria a largo plazo, los hechos numéricos básicos. 


Podemos proponer pues, una teoría fundamentada (Strauss, Corbin, €z 
Zimmerman, 2002), acerca de esa conciencia decimal, como factor o categoría 
deducida de datos de investigación, ya que el proceso de aprendizaje de la serie 
o secuencia numérica que se desarrolla desde los dos hasta los siete años 
aproximadamente, y que va incrementando representaciones de varios dígitos de 
la cantidad y la estructura de base 10, es un ámbito donde como ya hemos 
apuntado, muchos estudiantes no consiguen una comprensión conceptual 
funcional del sistema de numeración decimal y algunos muestran dificultades 
para desarrollar la competencia con los cálculos de varios dígitos (Fuchs, Geary, 
Fuchs, Compton €: Hamlett, 2014). 


La enseñanza de las matemáticas, que en la educación infantil y primaria tiene 
como objetivo el desarrollo del sentido numérico, ha de contextualizar éste, 
dentro de una comprensión funcional del sistema decimal y el aprendizaje del 
valor posicional de los números de cada cifra (Fuson, 1992). Es en este contexto 
formal decimal donde el alumnado ha de comprender qué son los números, 
como se representan con objetos o símbolos numéricos y en una secuencia O 
serie (recta) numérica, las relaciones entre ellos, las estructuras o esquemas 
semánticos, así como la utilización funcional de los números y las operaciones 
en la resolución de problemas. Éste es la secuencia más adecuada desde el 
primigenio conocimiento intuitivo, formal y aritmético. 


Al igual que ya existe una línea de investigación definida que atribuye las 
dificultades de aprendizaje de la lectura al componente fonológico (conciencia 
fonológica) del lenguaje (Coronado-Hijón, 2017c; Lyon, Shaywitz, € Shaywitz, 
2003), en lo referente a las dificultades de aprendizaje del cálculo aritmético, es 
muy pertinente ir dirigiendo más estudios e investigaciones sobre la influencia 
del componente decimal (conciencia decimal), en las Mathematical Learning 
Difficulties o Dificultades de Aprendizaje de la Aritmética (Butterworth € 
Reigosa, 2007), entendiendo este constructo como un marco de trabajo 
psicopedagógico. 


La adecuada ejecución matemática en el sistema de notación en base 10 
(SNB10), requiere además de la comprensión de numerales codificados bajo el 
SNB10, basada en la construcción de representaciones simbólicas cognitivas de 
la información arábiga o verbal de un número, también, la ejecución de 
numerales codificados en el formato del SNB10, basada en la codificación de 
esos números en el sistema de notación. 


7.1.2. El Sistema numérico posicional. 


El sistema de notación en base 10, es un producto sociocultural que los 
estudiantes han de comprender y manejar como parte fundamental de su 
alfabetización matemática. Esta herramienta sociocultural, es un sistema de 
carácter posicional, que conlleva simultáneamente operaciones aditivas, 
multiplicativas, y de potenciación (Orozco €: Hederich, 2002). 


Los errores en escritura de números dificultan la comprensión y asimilación de 
la recta o serie numérica mental que es un prerrequisito básico para el adecuado 
rendimiento aritmético. 


Von Aster y Shalev (2007), indican que los errores en escritura de números 
pueden mostrarse desde preescolar y los primeros cursos de educación primaria, 
debido a dificultades en la comprensión sintáctica de valor posicional y en la 
correspondencia de las reglas de transcodificación del formato verbal al formato 
arábigo, consistentes en la conversión de las partículas morfológicas que marcan 
la cantidad y la potencia de diez a la codificación sintáctica que indica la 
posición del número en la cifra. Proponen el modelo evolutivo de los cuatro 
pasos, que explica que en la escritura de numerales a partir de un dictado el 
estudiante necesita: 


Fragmentar la expresión numérica verbal en función de sus componentes y 
composición en base 10. 


Identificar y diferenciar marcadores de cantidad. 

Identificar y diferenciar marcadores de potencia de diez. 
Transcodificar al código arábigo: 

* Traducir marcas de cantidad verbales a dígitos (incluido el 0). 


* Traducir marca de potencia de diez a las correspondientes posiciones en el 
número. 


Consecuentemente, la escritura de números es una competencia básica para la 
construcción de competencias matemáticas posteriores de mayor complejidad 
(Orozco, Guerrero zx Otálora, 2007). En esta línea de investigación, se ha 
evidenciado que el grado de competencia de la escritura de números al dictado 
puede predecir el posterior rendimiento matemático. Asimismo, la asimilación 
de la secuencia correcta de los números, posibilita una adecuada ejecución 
competencial en la descomposición numérica y en la estrategia de contar desde 
el número mayor, las cuales resultan fundamentales para el cálculo aritmético 
(Johansson, 2005). 


7.2. Contenidos conceptuales. 


Como ya hemos indicado, el comienzo del diseño de una trayectoria de 
aprendizaje es definir los conceptos matemáticos implicados en el error 
identificado en el estudiante. Para ello y en relación a las estrategias didácticas 
posibles para la ejecución de conceptos del sistema de numeración de base diez, 
podemos seguir el modelo de Wright, Martland y Stafford (2006) que estructura 
dichas estrategias en tres niveles de comprensión, que se desarrollan en el 
periodo de la educación infantil (3-6). 


(a) Concepto inicial de decena, que se alcanza cuando el sujeto es capaz de 
formar grupos de diez, pero aún no asimilan conceptualmente a la vez la decena 
y la unidad como diferentes segmentos de una base o grupo; 


(b) Concepto de decena intermedio, al que se llega cuando el sujeto es capaz de 
considerar la decena con entidad propia, compuesta por diez unidades, y pueden 
realizar operaciones de composición y descomposición (sumas y restas), 
mediadas con recursos y materiales manipulativos; y 


(c) Concepto de decena fluido, que podríamos denominar ya como competencia 
decimal, cuando son capaces de ejecutar el algoritmo de la suma y la resta 
operando con unidades y decenas sin el apoyo de materiales manipulativos. 


El primer curso de la educación primaria, es el momento adecuado para la 
enseñanza del concepto de decena con comprensión. Con este objetivo, el 
currículum escolar comienza en el primer curso, con el repaso de los números de 
una cifra y la introducción del concepto de la decena mediante estrategias y 
actividades de aprendizaje del valor posicional característico de la escritura 
decimal, manejando números de varias cifras. Por ello, el primer curso de la 
educación primaria tiene como objetivo desarrollar el conocimiento matemático 


desde las anteriores estrategias informales, propias de la educación infantil, hasta 
nuevas estrategias formales, más eficientes para resolver problemas aritméticos 
con números de dos cifras. De esta manera el conocimiento matemático 
transcurre en el estudiante desde la primigenia matemática informal hasta el 
inicio de la matemática formal basada en algoritmos y la propia simbolización 
del sistema de numeración, mediada por la herramienta sociocultural del sistema 
decimal. 


Como ya indicábamos anteriormente, en lo referente al aprendizaje algorítmico: 


(D). En las estructuras aditivas se han distinguido tres tipos de estructuras 
semánticas, que se corresponderían con los tres tipos de problemas aritméticos: 
cambio (añadiendo o quitando), combinación y comparación. 


Los cambios por composición y descomposición de números son los 
fundamentos de la adición y substracción que, de ordinario van asociadas con 
estrategias de conteo. Estos cambios ejecutados con las acciones de juntar y 
separar objetos, construyen conceptualmente, la relación parte-todo, base de los 
posteriores aprendizajes aritméticos (Kilpatrick, Swafford € Findell, 2001). 


La comprensión del algoritmo de la adición requiere la asimilación cognitiva de 
las acciones de añadir y de juntar: la noción de suma vinculada a la situación de 
añadir objetos, concepción unitaria, con números menores de diez, se desarrolla 
evolutivamente alrededor de los 3 y 4 años (Geary, 1994), periodo en el que se 
desarrolla también la concepción binaria de la adición, ligada a la acción de 
juntar. Bajo esta noción matemática es posible comprender la propiedad 
conmutativa de la operación, por la que dos grupos que se juntan tienen la 
misma relevancia en el resultado (Weaver, 1982). Tiene también una especial 
relevancia los hechos numéricos de la suma y el 0 como elemento neutro de la 
suma pero con valor posicional. 


Cuando estamos ante el reto de resolución de un cálculo, es posible ejecutar 
algunas transformaciones para una resolución más fácil. Las transformaciones 
que se pueden realizar sin modificar el resultado, están contenidas en lo que se 
denominan las propiedades de las operaciones. 


La suma tiene tres propiedades como operación aritmética: conmutativa, 
asociativa y elemento neutro. 


En la suma la propiedad conmutativa es muy funcional que el alumnado la 
asimile ya que es muy útil para simplificar el tiempo de los cálculos cuando 
tienen que sumar dos cantidades y una de estas es mayor que la otra. En esos 
casos, les será más fácil y rápido, tomar la cantidad mayor y sumarle a ésta la 
menor. 


La propiedad asociativa de la suma, permite que a partir de tres o más sumandos, 
se empiece sumando los dos primeros y al resultado sumarle el otro, o viceversa, 
empezar por sumar el segundo y el tercero y al resultado sumarle el primer 
sumando. 


La propiedad del elemento neutro define el hecho de que la suma de cualquier 
número más cero (0) es igual al mismo número. Por ello el cero (0) es el 
elemento neutro de la suma. 


(ID). Por su parte, la sustracción, está vinculada con las acciones de quitar y 
separar elementos de un grupo, y con la comparación entre dos grupos del 
número de sus elementos. Estas acciones también requieren del esquema 
cognitivo parte-todo, que incluye la comprensión de la composición aditiva de 
las cantidades, los valores convencionales de la notación decimal, la ejecución 
del cálculo con las partes que componen la cantidad total, y la recomposición y 
conservación del minuendo (Resnick 8 Omanson ,1987). 


(II). En cuanto al aprendizaje del producto (multiplicación), esta implica la 
comprensión de una nueva estructura: la estructura multiplicativa, entendida una 
manera abreviada de expresar la suma de un número repetidas veces La 
multiplicación de números enteros, como concepto general, es la operación 
aritmética donde un número entero, se suma a sí mismo tantas veces como 
indique un segundo número, también entero, para obtener un total. De esta 
manera, el primer número recibe el nombre de multiplicando, el segundo 
multiplicador, y el resultado también se denomina como producto. 


La multiplicación es una operación conmutativa debido a que el orden de los 
factores no altera el producto, donde el 1 es el elemento neutro multiplicativo en 
el conjunto de los números naturales y el O es el elemento absorbente. La 
multiplicación es también una operación asociativa y distributiva respecto a la 
suma y la resta en el conjunto de los números naturales. 


La propiedad conmutativa implica que al modificar el orden en que se realiza la 
operación, no se altera el resultado de la misma. 


La propiedad asociativa implica que puede resolverse una multiplicación de tres 
o más factores agrupándolos de distintas maneras, resultando el mismo producto. 
Dicho de otra manera, asociar los factores de diferente manera, no altera el 
resultado. 


La propiedad distributiva conlleva que descomponer uno de los factores de la 
multiplicación en la suma o la resta de otros dos y multiplicar cada parte 
resultante por el otro factor y luego sumar o restar los productos, posibilita el 
cálculo mental con mayor facilidad y sin alterar el resultado. 


(IV). Igual ocurre con la resolución del algoritmo de la división que consiste 
fundamentalmente en repartir una cantidad en partes iguales. La cantidad a 
repartir es el dividendo, que suele ser un número en contexto cardinal, referido a 
objetos concretos, mientras que el divisor, que también es un número cardinal, es 
el número de partes en que se reparte y por tanto más abstracto, implicando pues, 
dos niveles diferentes de cardinación (Castro, Rico €: Castro, 1995). 


Si las nociones de adición y de sustracción pueden ser asimiladas 
simultáneamente a la adquisición del concepto de número, la noción de producto 
de la multiplicación y la división son algoritmos que requieren el dominio previo 
del concepto y sentido del número y de su simbolización. 


Cualquier división dará como resultado el mismo cociente, tanto si se resuelve 
de manera directa, como si ejecutando la propiedad distributiva, optamos por 
descomponer en partes iguales el dividendo, para dividirlo cada vez por el 
divisor, y después sumar sus respectivos resultados. De igual manera, es 
necesario destacar que la propiedad distributiva en la división sólo será posible 
en divisiones exactas donde resulte un resto igual a cero. 


7.3. Contenidos procedimentales. 


Los problemas verbales han adquirido el protagonismo didáctico “como 
vehículo para desarrollar destrezas resolviendo los problemas (Verschaffel, Greer 
y De Corte, 2007, p. 582)”, de tal manera que autores como Carpenter, Fennema, 
Franke, Levi y Empson (1999) proponen el planteamiento de problemas 
aritméticos verbales, incluso desde periodos preescolares al alumnado que aún 
no ha recibido instrucción formal sobre las operaciones aritméticas, con la 
finalidad de que construyan y utilicen estrategias informales e intuitivas. 


Si anteriormente hemos defendido una metodología inductiva para la evaluación 


de los errores específicos del aprendizaje del cálculo aritmético, yendo desde el 
análisis de los errores hasta la identificación de los procesos cognitivos 
conceptuales y procedimentales, así como los conceptos semánticos y sintácticos 
implicados, la propuesta para la atención y respuesta educativa a las necesidades 
de apoyo educativo, parte de una metodología deductiva a partir de problemas 
aritméticos verbales, desde donde alcanzar conocimientos básicos como el del 
valor posicional de nuestro sistema numérico decimal (García € Hernández, 
2015). 


El planteamiento de un problema matemático contextualiza los contenidos 
procedimentales y operaciones aritméticas como herramientas sociocognitivas 
de comprensión y solución funcional de resultados previamente desconocidos. 


Consideraremos, pues, un problema aritmético como una situación problemática 
donde se plantea, mediante una descripción verbal, una o varias preguntas que 
pueden ser resueltas mediante la aplicación de los algoritmos correspondientes, a 
los datos que informa el problema. Es imprescindible la comprensión de los 
enunciados por parte del alumnado, por lo que los problemas verbales deben 
utilizar las palabras y frases más adecuadas al nivel de comprensión del 
estudiante, con el objetivo de describir la situación de la manera más 
significativa para el alumnado al que se dirige (Orrantia, González € Vicente, 
2005). Si se considera necesario, puede ser conveniente la lectura en voz alta por 
parte del docente hasta que se confirme la comprensión de la situación 
problemática por parte del estudiante. Las estrategias didácticas denominadas 
como “Copiar, Cubrir y Comparar” (CCC), que analizaremos más adelante, han 
sido utilizada en educación primaria para distintas tareas de aprendizaje 
matemático, con evidencias de éxito (Codding, Chan- lannetta, Palmer €: Lukito, 
2009). 


En aras de esa comprensión del planteamiento del problema, la enseñanza de la 
resolución de problemas ha de centrarse en dotar al alumnado de las estrategias 
necesarias para conseguir una representación significativa de los enunciados que 
posibilite al discente el razonamiento y planteamiento correcto para la adecuada 


resolución del problema. En esta dirección, Orrantia, Morán, Gracia €: González 
(1995), han diseñado un programa de enseñanza de los aspectos más relevantes 
relacionados con la resolución, en especial, los relativos a la representación del 
problema: 


- Ayudas textuales (reescritura). 


- Representación lingúística del problema (base del texto). 


- Representación figurativa del problema (modelo de la situación). 


- Razonamiento (planificación de la solución). 


- Revisión/evaluación/supervisión, (ayudas metacognitivas). 


Los problemas aritméticos verbales han de seguir también una progresión de 
complejidad. Empezando con tareas de dramatización y representación gráfica 
del problema, la presentación debe hacerse de manera oral y posteriormente, por 
escrito. Asimismo, los problemas a resolver por el alumnado tienen que ser 
primeramente de una sola categoría y progresivamente de varias mezcladas, pero 
siempre teniendo en cuenta los niveles de dificultad y los conocimientos del 
alumnado (Orrantia et al. 1995). 


Mediante pruebas de cálculo aritmético diseñadas desde la significatividad 
lógica (Ausubel, Novak 8 Hanesian, 1976), con contenidos aritméticos del 
currículo de matemáticas de la etapa de la educación primaria, secuenciadas en 


orden de dificultad y configurando con este procedimiento una prueba analítica 
para la identificación y dimensionalización de las dificultades de aprendizaje 
aritmético (EVADAC; Coronado-Hijón, 2017d), podemos identificar y 
dimensionar el error aritmético en la secuencia curricular y por tanto el diseño de 
problemas verbales al nivel curricular mostrado por el sujeto evaluado. 


7.4. Contenidos actitudinales 


Las investigaciones sobre el factor personal cognitivo era la línea de estudio más 
prevalente en el aprendizaje matemático hasta los pioneros trabajos de McLeod 
(1988, 1992). Es ya clásico su primer trabajo (McLeod, 1988) en el que 
estableció una distinción entre actitudes, creencias y emociones, que en conjunto 
constituían el constructo propuesto denominado dominio afectivo matemático. 


De estos tres componentes, son las actitudes las que han protagonizado el 
protagonismo en esta línea de investigación. En este ámbito actitudinal, los 
estudios distinguen entre actitudes matemáticas y actitudes hacia las 
matemáticas. 


La actitud hacia las matemáticas se refiere a la valoración positiva y aprecio por 
esta disciplina, destacando así la vertiente afectiva sobre la cognitiva. 


Las actitudes matemáticas, por contra, están más relacionadas con la forma de 
utilizar capacidades generales relevantes para la competencia matemática, tales 
como: apertura mental, flexibilidad en la resolución de problemas o el 
pensamiento reflexivo, poniendo el énfasis en los aspectos relacionados con la 
gestión de la cognición, más que en los relativos al aprecio y afectos. 


De las actitudes matemáticas, la tendencia consistente que tenemos las personas 
a explicar las causas de resultados de nuestras acciones, es lo que se ha 
denominado estilo explicativo (Seligman, Reivich, Jaycox. €z Gillham, 2005), 
siendo ésta una de las variables más estudiadas en el ámbito de la resiliencia 
académica. 


El alumnado con un estilo explicativo resiliente (Coronado-Hijón, 2016b, 2017a, 
2017b) es aquel con tendencia a explicar las dificultades en su aprendizaje con 
atribuciones de causa externas, temporales y específicas, mientras que los que 
muestran un estilo explicativo pesimista realizan, mayormente, atribuciones 
internas referidas a sí mismo, permanentes y globales como causa de los fracasos 
y errores en el aprendizaje (Coronado-Hijón, 2004). La forma de explicar los 
resultados del aprendizaje, influyen, por tanto, en la motivación para alcanzar los 
objetivos académicos así como en la superación de las dificultades encontradas. 


En cuanto a la actitud hacia las matemáticas, es preciso destacar los datos del 
estudio PISA (Programme for International Student Assessment) 2012, (OECD, 
2013a), el cual se centró en la competencia matemática dedicando prácticamente 
dos terceras partes de las pruebas de evaluación, incluyéndose además en los 
cuestionarios de contexto, un número importante de preguntas relacionadas con 
la actitud y disposición específica del alumnado sobre el aprendizaje 
matemático. 


Mediante las repuestas emitidas a preguntas sobre cómo se sentían ante la 
realización de ejercicios de matemáticas, cuando anticipaban su rendimiento en 
esas tareas, así como cuando intentaban resolver problemas de matemáticas, se 
midió el grado de ansiedad del alumnado frente a las tareas matemáticas. El 
resultado global del alumnado de los países de la OCDE, fue que el 59% de 
estudiantes informaron preocuparse frecuentemente pensando que tendría 
dificultades de aprendizaje en tareas matemáticas; el 33% informó ponerse muy 
tenso en clase de matemáticas; el 31% afirmó ponerse muy nervioso en la 
resolución de problemas matemáticos; el 30% presentó bajas autoexpectativas de 
logro académico en matemáticas; y el 61% manifestó su preocupación por los 


bajos resultados y calificaciones en el área de las matemáticas. En todos los 
países, al menos uno de cada tres estudiantes informó preocuparse 
frecuentemente pensando que tendría dificultades de aprendizaje de 
matemáticas. 


Para la mejora de estos problemas actitudinales se ha desarrollado una línea de 
investigación cuyos resultados muestran que el alumnado con actitudes positivas 
hacia las matemáticas, desarrolla valoraciones más elevadas sobre la utilidad de 
las matemáticas, así como, motivaciones intrínsecas hacia su aprendizaje (Perry, 
2011) y mejor autoconcepto sobre su competencia matemática (Hidalgo, Maroto, 
y Palacios, 2005). 


Por tanto, el desarrollo de actitudes positivas hacia las matemáticas se muestra 
como un objetivo fundamental en la atención educativa, ya que son 
incompatibles con niveles disfuncionales de ansiedad académica (Akin y 
Kurbanoglu, 2011). Las emociones positivas muestran una relación positiva 
significativa con las estrategias de regulación de las experiencias de dificultad o 
fracaso, facilitando una ampliación cognitiva y conductual que posibilita el 
desarrollo de un estilo de afrontamiento adaptativo (Fredrickson, 2001; Tugade 
8 Fredrickson, 2004). Las emociones positivas desarrollan la flexibilidad 
cognitiva y la producción divergente explicativa necesarias para plantear 
variadas y diversas atribuciones posibles en la explicación causal de las 
dificultades, entre las que se encuentren atribuciones que faciliten la promoción 
de un estilo explicativo resiliente (Seligman et al., 2005). 


Con este objetivo, las estrategias y metodologías docentes matemáticas han de 
programar el desarrollo de tareas de aprendizaje significativas e incluso lúdicas 
para el estudiante, que abran espacios a la producción divergente y creativa de 
resolución de problemas en contextos funcionales globales e interdisciplinares. 


CAPÍTULO VI 


8. Relevantes metodologías y estrategias didácticas específicas. 


Kilpatrick, Swafford y Findell (2001) subrayan que la investigación con 
alumnado con dificultades en el aprendizaje de las matemáticas ha revelado unos 
principios básicos de atención educativa: 


- Aprender comprensivamente desde los conocimientos previos. 


- Construir su aprendizaje sobre esos conocimientos previos. 


- Construir un conocimiento formal en la escuela a partir del conocimiento 
matemático informal. 


En aras de la consecución de estos principios, comentamos a continuación 
algunas estrategias y metodologías con evidencias de éxito 


8.1. Metodología CPA. 


Las estrategias didácticas deben enmarcarse dentro de un modelo o metodología 
de enseñanza matemática, con evidencias de éxito. La metodología CPA 
(Concreto-Pictórico-Abstracto), también denominado método Singapur es 
probablemente el enfoque educativo en matemáticas que ha tenido mayor 


contrastación y evidencia de eficacia (McKinsey € Company. (2007). 


En respuesta a los bajos resultados obtenidos en las pruebas internacionales de 
rendimiento matemático a principios de 1.980, el Ministerio de Educación de 
Singapur estudió las mejores prácticas educativas con evidencias de éxito 
contrastadas desde la investigación educativa para aplicarlas en su sistema 
educativo. Fruto de estos estudios, desde 1992, Singapur cambió la enseñanza de 
las matemáticas en sus aulas, con una metodología que se denominó 
popularmente como método Singapur. 


Con el tiempo, Singapur ha ido desarrollando una forma de enseñar Matemáticas 
basada en las recomendaciones de expertos como Jerome Bruner (1992), 
Richard Skemp (1976), y Zoltan Deines (1969). 


El popularmente denominado método Singapur para la enseñanza matemática, es 
una propuesta metodológica basada en el enfoque CPA (Concreto-Pictórico- 
Abstracto) que se caracteriza por; tomar la resolución de problemas como centro 
del proceso, donde para la enseñanza de cada concepto, se parte de 
representaciones concretas de la situación problema, para desde esa comprensión 
transcribirlas a ayudas pictóricas o imágenes, como camino intermedio para 
llegar a lo abstracto o simbólico del algoritmo concreto. Consiste en una 
estrategia específica para la promoción del desarrollo de procesos, habilidades y 
actitudes que desarrollen el pensamiento matemático. 


Desde 1995 los alumnos de Singapur han ocupado los primeros puestos de forma 
consistente en las pruebas externas realizadas por prestigiosos estudios 
internacionales, como TIMSS y PISA. Actualmente el Método Matemáticas 
Singapur se utiliza en más de 40 países. 


El Método Singapur ha sido una metodología adoptada por varios países para 


mejorar la educación matemática. En Chile, el centro Felix Klein, de 
investigación en Didáctica de la Matemática, perteneciente a la Universidad de 
Santiago de Chile, fue quién tradujo y adaptó los textos de matemática de 
Singapur “My Pals Are Here” al curriculum nacional desde el año 2009, creando 
la versión en español “Pensar sin límites”. 


Esta metodología toma de la teoría de Jerome Bruner (1992) los modelos de 
representación enactiva, icónica y simbólica. Bruner (1988) plantea que estos 
tres tipos de representación aparecen en ese orden en el desarrollo evolutivo de 
estudiante y la evolución de cada uno de esos tipos de representación depende de 
la que le precede. 


Concreto: a través de la manipulación de materiales el alumnado indaga, 
descubre y aplica conceptos matemáticos, acomodando esos esquemas de 
comprensión a la resolución de problemas 


Pictórico: el alumnado dibuja e interpreta la información a partir de modelos 
gráficos, representando los datos (conocidos y desconocidos), así como las 
relaciones (parte - parte — todo) y estableciendo comparaciones que facilitan 
visualizar para resolver las situaciones que plantean los problemas aritméticos. 


Abstracto: el alumnado resuelve los problemas aritméticos utilizando signos y 
símbolos matemáticos que traducen la expresión concreta y pictórica. 


Bruner lo define así: 


La representación enactiva se define como el modo de representar 
acontecimientos pasados por medio de respuestas motoras apropiadas (...). La 


representación icónica codifica los acontecimientos mediante la organización 
selectiva de los preceptos y las imágenes, y mediante las estructuras espaciales, 
temporales y cualitativas del campo perceptivo y sus imágenes trasformadas 
(...). Un sistema simbólico representa objetos y acontecimientos por medio de 
características formales entre las que se destacan el distanciamiento y la 
arbitrariedad. (Bruner, 1988. p 47-48) 


El método de Singapur opta por un currículo en espiral, basado en la propuesta 
de Jerome Bruner (1960), por la que los contenidos mínimos de cada área o 
materia de conocimiento han de programarse de manera continua a los largo de 
los diferentes niveles educativos, presentado una adecuada progresión, 
atendiendo las características y necesidades de cada nivel educativo y más 
concretamente del alumnado. 


De otra parte, la teoría de Zoltan Paul Dienes (1969) se define en la frase: “En 
nuestra época se hace necesario educar a los niños en la comprensión de la 
matemática y de sus aplicaciones. Esto se convierte en una parte esencial de 
nuestra cultura” (Dienes, 1969, p. 5). 


Dienes (1970) pionero en la elaboración de materiales manipulativos en el área 
de las matemáticas, fue creador de los bloques multibase, fundamentales para 
actividades didácticas en los primeros curso de la educación primaria para la 
comprensión e interiorización del sistema de numeración decimal y las 
operaciones fundamentales. 


En el proceso de enseñanza de las Matemáticas Dienes (1970, p. 3) destaca 
cuatro principios de enseñanza para la comprensión de los conceptos 
matemáticos: Principio dinámico, Principio de constructividad, Principio de 
variabilidad matemática y Principio de concretización múltiple o de variabilidad 
perceptiva. 


* Principio dinámico. Por el que se han de proponer juegos preliminares, 
estructurados y de práctica, en el aprendizaje de conceptos matemáticos. Se 
enseñan en la acción del discente. 


* Principio de constructividad. La construcción conceptual ha de preceder al 
análisis del concepto. El alumnado construye su conocimiento. 


* Principio de variabilidad matemática. Los conceptos multivariables deben ser 
asimilados a través de experiencias que impliquen el mayor número posible de 
aquellas. En esa construcción el alumnado podremos deducir los conceptos que 
hay de invariante en ellas y que por tanto caracterizan la formulación del 
concepto. 


“Los conceptos que encierran más de una variable deben ser estudiados 
mediante experiencias que pongan el manejo del mayor número posible de 
aquellas variables”. (Dienes, 1970. p. 31). Si por ejemplo, estamos en un proceso 
de enseñanza aprendizaje de la sustracción, éste algoritmo se presentará al 
alumnado de diferentes maneras (sin reagrupación, con reagrupación, etc.) 


* Principio de concretización múltiple o de Variabilidad perceptiva. La misma 

estructura conceptual deberá ser presentada en tantas formas perceptivas como 
sea posible, para facilitar las manifestaciones de las diferencias individuales en 
la formación de los conceptos. 


“(...) la misma estructura conceptual deberá ser presentada en tantas formas 
perceptivas equivalentes como podamos” (Dienes, 1970. p. 32), Como ejemplo 
de este tipo de variabilidad es la presentación de un número de tres formas 
diferentes en la tabla de valor posicional, por ejemplo, el número 326 se presenta 
mediante cubos multibases, fichas y cifras. 


Por su parte, la teoría de Skemp (1976) aporta un concepto de comprensión 
basado en dos modalidades: instrumental y relacional. Cuando el discente realiza 
una Operación matemática o aplica alguna regla, está llevando a cabo una 
comprensión instrumental, cuando es competente para explicar el porqué de esa 
operación realizada y además de conocer la regla o procedimiento, puede 
explicarla, ha adquirido una comprensión relacional. El método Singapur tiene 
como finalidad didáctica, que la comprensión instrumental y la relacional, estén 
unidas en el proceso de enseñanza y aprendizaje, tal y como se propone en la 
teoría de Skemp (1976). 


8.1.1 Principios psicopedagógicos del C.P.A. 


El método Singapur (CPA) se basa pues, en estudios y teorías del aprendizaje 
que convergen en la estrategia de la exploración como tarea del alumnado para 
aprender y Operar matemáticamente. El estudiante construye en colaboración con 
sus iguales y en un aprendizaje mediado por el docente, su propio conocimiento 
matemático y por tanto, significativo y funcional. 


El método se desarrolla de manera secuencial a lo largo de cinco fases: la 
exploración, el debate estructurado, el seguimiento que lleva el docente mediante 
un diario de aprendizaje, la reflexión y la práctica. El docente comienza la clase 
con el planteamiento de un problema. El alumnado aporta distintas soluciones e 
ideas. Desde esta exploración inicial se traslada al alumnado a un debate 
estructurado. El docente recoge sus ideas y propuestas en un diario de 
aprendizaje e invita al alumnado a leer matemáticas. Esta última es la fase de 
reflexión, una vez que se realiza la de exploración y análisis del problema, lo 
leen. El método entiende que un objetivo principal es la alfabetización 
matemática. El alumnado debe utilizar las matemáticas como un idioma, un 
lenguaje. 


Desde esta metodología, se parte de un marco conceptual que sitúa el centro de 
la acción de aprendizaje de las matemáticas, en la resolución de problemas y del 
desarrollo de los elementos necesarios para su adecuada ejecución: habilidades y 
conceptos propios de las matemáticas, procesos clave para el desarrollo del 
pensamiento y sentido numérico, la metacognición y el desarrollo de actitudes 
positivas hacia las tareas matemáticas. 


Comprender los conceptos matemáticos. 


El alumnado necesita asimilar los conceptos matemáticos numéricos, 
algebraicos, geométricos, estadísticos, probabilísticos y analíticos, 
diferenciándolos uso de otros, pero especialmente sus conexiones entre ellos. De 
la misma manera, requieren materiales y tareas didácticas para la comprensión 
de estos conceptos y la manera en que se interconectan. Asimismo, deben 
desarrollar la competencia de aplicarlos en la resolución de un problema 
matemático con éxito para el desarrollo de autoexpectativas positivas de logro 
matemático. 


Desarrollar las habilidades matemáticas. 


Además de los contenidos conceptuales, el alumnado necesita aprender 
conocimientos procedimentales y habilidades matemáticas para el manejo 
relacional de los conceptos, entre las que se destacan: cálculos numéricos, 
manipulación algebraica, visualización espacial, análisis de datos, mediciones, el 
uso de técnicas matemáticas y la estimación. En el método CPA, hace más 
énfasis en el “por qué” que en el “cómo”. Es decir, se prioriza la comprensión 
del funcionamiento de un principio matemático sobre la regla o resolución, como 


veremos más adelante con la propiedad distributiva de la división. 


Comprender los procesos matemáticos. 


Las habilidades de conocimiento, son las referidas al razonamiento, la 
comunicación y las conexiones, las habilidades heurísticas, y la aplicación y 
modelado. Estas habilidades de conocimiento son necesarias para la adecuada 
comprensión de un problema matemático así como del proceso utilizado en su 
resolución. 


Razonamiento. Es el proceso cognitivo requerido para el análisis de un problema 
matemático específico así como de la argumentación de éstos. El método CPA 
busca el aprendizaje en el alumnado de estas habilidades, mediante la aplicación 
de similares razonamientos en distintos problemas matemáticos y contextos 
diferentes. 


Comunicación. Referido al conocimiento sintáctico del lenguaje matemático, así 
como de su utilización. 


Conexiones. Es la competencia para interconectar los conceptos matemáticos, 
así como éstos con los temas no matemáticos y el contexto vivencial. 


Habilidades de pensamiento. Se trata de habilidades cognitivas como: 
clasificación, comparación, secuenciación, análisis del todo o parte, 
identificación de patrones y relaciones, visualización espacial, inducción, y 
deducción. 


Heurísticas. Son habilidades cognitivas para la comprensión de manera global, 
del tipo de: la capacidad para obtener una representación del problema, la 
Capacidad para hacer un cálculo de distintas maneras o secuenciaciones en el 
proceso, y la capacidad para modificar el problema sin afectar a la información 
básica, con el objetivo de mejorar la comprensión de este. 


Aplicación. Se trata de las habilidades para la resolución de problemas de 
manera significativa y funcional. 


Modelado matemático. Se trata de la capacidad de realizar las representaciones 
mentales necesarias, de los datos de un problema específico, para planificar los 
algoritmos y procedimientos para su resolución 


Moldear positivamente, las actitudes hacia las matemáticas. 


Para ello las tareas tienen que partir de problemas verbales contextualizados y 
significativos para el alumnado y a ser posible en contextos cooperativos y 
lúdicos. Para desarrollar en el alumnado esas autoexpectativas positivas de logro 
matemático, de ha de proporcionar retroalimentación formativa de las 
ejecuciones matemáticas sobre los contenidos y las situaciones donde se aplican. 


Proporcionar experiencias metacognitivas. 


La metacognición, entendida como la capacidad para reflexionar sobre el propio 
pensamiento y de esa manera autorregular dicho pensamiento de manera 
proactiva, es útil para enseñar habilidades generales de pensamiento y de 
resolución de problemas, mediante la verbalización de la reflexión en voz alta 
sobre un problema; a modo de autoinstrucciones, proponiendo la resolución del 
mismo problema de varias maneras o utilizando un aprendizaje colaborativo, 
reflexionando y discutiendo sobre la resolución. 


Implementar el método por etapas. 


El método CPA, primero enseñan al alumnado un concepto concreto específico, 
como por ejemplo el conteo, de manera manipulativa. Posteriormente, se les 
enseña el concepto utilizando un enfoque pictórico mediante imágenes. 
Finalmente, se les enseña el concepto con la ayuda de un método algebraico 
abstracto. 


8.1.2 Estrategias metodológicas del C.P.A. 


Explicar el concepto de enlace numérico. 


Los enlaces numéricos son similares a las familias de operaciones, 
denominándose así a los grupos de números relacionados entre sí de alguna 
manera o en la misma familia. Por ejemplo, [8, 3, 5] podemos considerarlos 
como una familia de operaciones cuando se relacionan entre sí de manera 
algorítmica. Al utilizar la suma y la resta, podrás enlazar dos números con el 
tercero. En este caso, 3+5=808-3=5. 


Con este objetivo, es adecuado partir del empleo de familias de operaciones que 
sumen 10, pues a este se le considera un número redondo con el que operar y 
una vez que se aprende a realizar las operaciones con este número, se puede 
aplicar los mismos conceptos a sus múltiplos. Además se inicia al alumno en el 
sistema decimal a partir de la construcción de la conciencia decimal, cuya 
relevancia ya apuntamos anteriormente. 


Estos enlaces numéricos no se circunscriben solamente a la suma y resta, sino 
que además pueden ser utilizados en la multiplicación y división. Por ejemplo, 
[4, 2, 8] donde 4x2=8u8/4=2. 


Empezar con la suma de izquierda a derecha. 


Aunque el método CPA enseña los algoritmos de sumar, restar, multiplicar y 
dividir usando números en columnas y la regla de desplazamiento operativa de 
derecha a izquierda, anteriormente la operación aritmética de la suma se enseña 
de izquierda a derecha con el objetivo de introducir y enseñar el concepto de 
valor posicional. Con este mismo objetivo también se emplea las tareas de 
descomponer números en sus decenas, centenas, etc., realizándose lo que 
también se denomina como notación expandida, que sigue el orden de números 
según su valor posicional. Como ejemplo de esa notación expandida podemos 
ver que el número 8.437 puede expandirse y escribirse como [8000 + 400 + 30 + 
71, 


Todas las cifras numéricas tienen dos valores: el absoluto y el relativo. El valor 
relativo está en relación al valor posicional del sistema numérico decimal y está 
en función de la posición de la cifra en un número: unidades, decenas o centenas. 
Por tanto, el valor posicional es el que adquiere una cifra o dígito, en relación a 
la posición que ocupa dentro del número (unidades, decenas, centenas...). 


De esta manera, al enseñar el procedimiento algorítmico, se puede hacer sólo 
con las cifras o con el valor posicional de éstas. La segunda opción, trabajar con 
el valor posicional, facilita la comprensión del procedimiento de los algoritmos 
utilizados. Por ejemplo, si quisiéramos sumar 613 y 282, la adición de izquierda 
a derecha y la notación expandida darían lugar a lo siguiente: [600 + 10 + 3] + 
[200 + 80 + 2]. De esta manera se facilita que el alumnado puede sumar los 
números que tengan valores posicionales similares de izquierda a derecha de la 
siguiente manera: 


600 + 200 = 800, 


10+ 80= 90y 


Rd: Ds 


Finalmente se suman los números de todos los valores posicionales de la 
siguiente manera: 800 + 90 + 5 = 895. 


Multiplicar utilizando el modelo del área. 


El modelo de área para el algoritmo de la multiplicación es un modelo 
matemático que utiliza los valores posicionales y las tablas (cuadros o matrices) 
con el objetivo de facilitar el aprendizaje conceptual y procedimental de la 
operación. Al multiplicar dos números, lo primero es descomponerlos en su 
notación expandida. 


- Si los números que se van a multiplicar tienen dos dígitos, será necesario la 
confección de una matriz de 2 x 2, que tendrá cuatro casillas en blanco. 


- Los números expandidos a multiplicar, se registran en la parte exterior de la 
matriz: dos números encima de la matriz (uno en cada columna) y dos a la 
derecha (uno en cada fila). 


- Cada casilla se completa con la multiplicación del número situado directamente 
encima en la columna y directamente a la derecha en la fila. 


- Cuando las 4 casillas están completas, se suman los 4 números para conseguir 
el resultado final. 


- Ejemplo: 12 x 3 se expandiría a [10 + 2] + [O + 3]. El 10 y el 2 se escribiría 
encima de la matriz de 2 x 2, un número en cada una de las columnas. El 0 y el 3 
se escribirían a la derecha de la matriz, un número en cada una de las dos filas. 
Luego, las cuatro casillas en blanco se completarían con los productos de los 
siguientes números: 10x0=0,2x0=0,10x3=30 y 2 x 3= 6. Finalmente, se 
suman los 4 productos 0 + 0 + 30 + 6, lo que da como resultado 36. 


Multiplicar utilizando el método de multiplicación FOIL. 


Además de la matriz usada en el modelo de área, el alumnado puede usar el 
método horizontal FOIL, denominado así por sus siglas en inglés para 
“multiplicar el primer término”, “multiplicar los términos externos”, “multiplicar 
los términos internos” y “multiplicar los últimos términos”. Cuando cada uno de 
los cuatro conjuntos de términos se multipliquen entre sí, pueden sumarse los 


cuatro productos para así obtener el resultado final. 


Ejemplo: si quieres utilizar el método FOIL para multiplicar 15 por 47, debes 
multiplicar los primeros términos (10 x 40), luego los términos externos (10 x 7), 
luego los internos (5 x 40) y finalmente los últimos (5 x 7). Posteriormente, 
debes sumar los cuatro resultados = 400 + 70 + 200 + 35, lo que da como 
respuesta a 905. 


Realizar la división utilizando las propiedades distributivas. 


Realizando una bifurcación para dividir un problema en pares más fáciles de 
operar. El método consiste en descomponer el dividendo mediante el diagrama 
de bifurcación. Posteriormente, cada una de las bifurcaciones descompuestas se 
dividen a su vez, entre el divisor y finalmente esos dos términos se suman para 
así obtener el resultado. 


Ejemplo: para dividir con el método de bifurcación, 52 entre 4, se comienza con 
la descomposición de 52 en 40 y 12, mediante un diagrama de bifurcación. 
Posteriormente se divide los dos números entre 4, dando como resultado: 40 / 4 
= 10 y 12 / 4= 3. Finalmente, se suman los resultados para obtener el resultado 
final: 10 + 3 = 13, equivalente a 52 /4= 13. 


Calcular el resultado de manera estimativa mediante el redondeo. 


A la vez que el alumnado va aprendiendo a resolver adecuadamente problemas 
aritméticos con una mayor complejidad, se aconseja solicitarle que calcule el 
resultado mediante el redondeo. El trabajo con problemas de cálculo mental 
estimativo coadyuva en la comprensión conceptual de las propiedades del 
sistema decimal como, por ejemplo, la agrupación decimal o cuestiones de valor 
posicional, aspectos clave en lo que venimos denominando conciencia decimal, 
como factor principal del sentido numérico en el alumnado de nuestras 
sociedades. 


Ejemplo: para dividir 398 entre 4 sin escribir ningún cálculo, te será más sencillo 
redondear 398 a 400 para así dividir 400 entre 4, resultando como resultado 
estimativo; 100. 


Utilizar estrategias para resolver problemas aritméticos verbales. 


La representación visual es una estrategia muy adecuada como ya hemos 
comentado. 


El método CPA utiliza para ello el denominado modelo de barras, que mediante 
recursos visuales hace visible el pensamiento matemático del alumnado y facilita 
en ellos mismos, el desarrollo metacognitivo de los procesos matemáticos, 
haciéndolos conscientes de sus estrategias de aprendizaje que pueden manipular, 
corregir y manejar para adecuarlas a diversos contextos. Con este fin, también se 
utiliza en esta metodología, el denominado diario matemático donde se recoge el 
proceso que ha llevado al alumnado hasta la solución. Este proceso permite la 
autorregulación del propio aprendizaje y autonomía, en especial del alumnado 
con más dificultades. Asimismo, esta estrategia posibilita la intervención del 
docente en la zona de desarrollo próximo (Vigotsky, 1979) del discente haciendo 
posible su mediación (Bruner, 2006) instruccional. 


En la metodología Singapur (CPA), la evaluación continua criterial y formativa 
es otra característica fundamental que vehicula la retroalimentación informativa 
y mediación instruccional. 


Todas las sesiones de matemáticas del método Singapur comienzan de la misma 
forma: el docente plantea un problema y el alumnado debate sobre su resolución. 
El método busca conseguir el mismo resultado desde distintos procedimientos. 


El objetivo es desarrollar el sentido y pensamiento numérico en el alumnado y 
para ello, los problemas presentan siempre nuevos desafíos para que el alumnado 
comparta preguntas y contraste sus hipótesis. Cuando es objetivo es enseñar y 
desarrollar la comprensión matemática, son igual de relevantes el resultado y el 
proceso que ha llevado al estudiante a ese resultado, así como que el discente sea 
capaz de explicarlo. 


La enseñanza de las matemáticas es un proceso de alfabetización en un lenguaje 
específico. En la medida que ese lenguaje sea significativo y funcional para el 
sujeto, el aprendizaje de las matemáticas será eficaz e interesante. Por citar un 
ejemplo, mientras que frecuentemente la notación de la multiplicación 3 x 2, es 
leída como “tres por dos”, en el método CPA, se lee “tres veces dos”. Mientras 
que el término usado frecuentemente, es abstracto (x=por), en esta metodología 
se utiliza una lectura de la operación relacionada con el significado conceptual 
de ésta, pues al usar la estructura “tantas veces algo”, el alumnado establece la 
relación entre la lectura de la operación con el significado de ésta. 


8.2.  Trayectorias hipotéticas de aprendizaje. 


El diseño de trayectorias hipotéticas de aprendizaje es una estrategia didáctica 
muy recomendable para adecuar la atención educativa a las necesidades 
específicas de apoyo educativo del alumnado con dificultades de aprendizaje 
matemático. 


Esta estrategia surge desde el paradigma de investigación de diseño o 
investigación basada en diseño (Molina, Castro, Molina €z Castro, 2011), de 
naturaleza fundamentalmente cualitativa y que ha sido desarrollado en el ámbito 
de las «Ciencias del aprendizaje» (Learning Sciences). Este paradigma se 
construye dentro de un amplio campo multidisciplinar que contempla; la 
antropología, la psicología educativa, la sociología, la neurociencia, así como las 
didácticas específicas, entre otros (Sawyer, 2006). Su finalidad es el análisis del 
aprendizaje en su contexto a través del diseño y estudio de manera sistemática de 
las maneras y estrategias específicas de aprendizaje que utiliza el alumnado, así 
como de las estrategias de enseñanza del profesorado y su interacción entre 
ambas de manera sistémica, en un proceso enhebrado de enseñanza y 
evaluación. Por estas características, se nos muestra como un potente paradigma 
metodológico para los fines de la atención educativa a las dificultades 
específicas de aprendizaje en el cálculo aritmético. 


Desde el enfoque educativo constructivista en el que nos situamos, la propuesta 
para “reconstruir la pedagogía de las matemáticas desde una perspectiva 
constructivista” de Martin Simon (1995), denominada Trayectoria de 
Aprendizaje de los estudiantes (Learning Trajectory), se basa en el objetivo 
docente de desarrollar una observación estructurada del profesorado de 
matemáticas en la toma de decisiones sobre las tareas más adecuadas a las 
necesidades específicas de apoyo educativo que muestra el alumnado. 


Es una estrategia de diseño instruccional que describe desde una perspectiva 
educativa constructivista cómo los docentes pueden analizar el diseño y el uso de 
las tareas matemáticas en la promoción del aprendizaje conceptual matemático 
(Baroody, Cibulskis, Lai €: Li, 2004) 


Simon y Tzur (2004) definen las características del constructo de trayectoria 
hipotética de aprendizaje, así: 


Una trayectoria hipotética de aprendizaje (THA) consiste en la definición de los 
objetivos específicos para el aprendizaje de determinados estudiantes, las tareas 
matemáticas que se usarán para promover el aprendizaje de éstos, y las hipótesis 
acerca del proceso de aprendizaje desarrollado (Simon, 1995). Mientras que el 
objetivo del profesor para el aprendizaje de los estudiantes proporciona una 
dirección para las otras componentes, la selección de las tareas de aprendizaje y 
las hipótesis acerca del proceso de aprendizaje de los estudiantes son 
interdependientes. Las tareas se seleccionan con base en hipótesis acerca del 
proceso de aprendizaje; las hipótesis sobre el proceso de aprendizaje se basan en 
las tareas propuestas. Este constructo se fundamenta en los siguientes supuestos: 


1. La construcción de una trayectoria hipotética de aprendizaje se basa en la 
comprensión del conocimiento actual del alumnado que recibirá la instrucción. 


2. Una trayectoria hipotética de aprendizaje es el vehículo para planificar el 
aprendizaje de unos conceptos matemáticos concretos. 


3. Las tareas matemáticas proporcionan las herramientas para promover el 
aprendizaje de unos conceptos matemáticos concretos y, por lo tanto, son un 
elemento clave del proceso de instrucción. 


4. Dada la naturaleza hipotética e inherentemente incierta de este proceso, el 
profesor se verá obligado a modificar sistemáticamente cada aspecto de la 
trayectoria hipotética de aprendizaje. (Simon €: Tzur, 2004, p. 93). 


Steffe (2004) y el de Gravemeijer (2004), ven la construcción de trayectorias 
hipotéticas de aprendizaje como un trabajo de investigación, cuyos resultados 
son aplicables a la labor didáctica docente. 


Se trata de una herramienta de diseño instruccional que describe desde una 
perspectiva constructivista cómo profesores, investigadores y desarrolladores del 
currículo pueden pensar sobre el diseño y el uso de las tareas matemáticas para 
promover el aprendizaje conceptual matemático. Las THA, pues, se han 
mostrado útiles tanto en el terreno de la investigación como en la programación 
de la instrucción en el aula (Gravemeijer, 2004; Steffe, 2004). Baroody, 
Cibulskis, Lai y Li (2004) proponen su uso para promover el desarrollo micro- 
conceptual, la cual consideran la actividad central de la enseñanza en el aula. 


A las THA podemos añadir, buscando un validez basada en la triangulación 
metodológica, las estrategias didácticas denominadas como “Copiar, Cubrir y 
Comparar” (CCC), las cuales han sido utilizadas en educación primaria para 
diversas tareas de aprendizaje matemático con evidencias de éxito (Codding, 
Chan- lannetta, Palmer, y Lukito, 2009). 


La estrategia didáctica CCC está especialmente indicada en la resolución de 
problemas algorítmicos verbales, coadyuvando en las competencias de memoria 
de trabajo y de lectura, ya que consiste en que el alumnado copie el problema 
aritmético verbal, escribiéndolo mientras lee cada parte en voz alta o en silencio, 
para luego tapando (cubriendo) la operación, vuelva a escribirla desde su 
memoria y finalmente compare la operación escrita con el original para verificar 
si la ha escrito correctamente. En el caso de no ser correcta se puede ejecutar 
además un procedimiento de corrección del error, el estudiante ha de realizar una 
tarea correctora que conlleva una sucesión de operaciones aritméticas básicas 
(sumas y restas) que se desarrollan en dificultad creciente a lo largo de distintas 
sesiones. Esta estrategia CCC, pues, se muestra así más efectiva, combinada con 
la corrección de errores (Becker, McLaughlin, Weber € Gower, 2009). Un 
reciente estudio de meta análisis (Stocker €: Kubina, 2017), ha revelado la 
eficacia de esta estrategia didáctica. 


De esta manera, en el diseño del proceso instructivo, las trayectorias hipotéticas 
de aprendizaje se nos muestran como una magnífica estrategia didáctica de 
atención educativa a las dificultades y errores específicos del alumnado. 


Como hemos indicado anteriormente, la evaluación criterial y formativa de los 
errores y dificultades de aprendizaje que presenta un estudiante es una 
herramienta muy útil para entender el razonamiento matemático de un sujeto. 
Averiguando por qué se ha producido ese error, estaremos en el camino de 
conocer la trayectoria de aprendizaje mediante la cual un determinado sujeto ha 
realizado a cabo una operación aritmética, en qué punto del camino ha tenido 
lugar el error y ,por tanto, la forma de corregirlo (Pérez Sánchez, 2009; Socas, 
2011). Esta evaluación de los errores ha de basarse en una observación 
sistematizada con los suficientes niveles de validez y fiabilidad (Coronado- 
Hijón, 2015b, 2017d). 


Por tanto, la atención educativa a las dificultades de aprendizaje del cálculo 
aritmético (DAC) ha de partir de la evaluación sistematizada, válida y fiable de 


las producciones aritméticas del sujeto para a partir de ahí, definir objetivos de 
aprendizaje así como de las competencias que lo conforman, las secuencias de 
competencias funcionales y los posibles itinerarios de aprendizaje relacionados, 
a Su vez, a tareas que el docente considera prototípicas o paradigmáticas para 
cada objetivo de aprendizaje. El análisis de los errores producidos por el 
alumnado en la ejecución de las tareas representativas del objetivo de 
aprendizaje es la estrategia vertebradora de dicha intervención (Amador-Saelices 
8 Montejo-Gámez, 2016). En el diseño didáctico, ha de tenerse en cuenta; las 
capacidades y competencias que desarrollan los estudiantes al resolver tareas, las 
dificultades y los errores que surjan, así como el momento y nivel curricular de 
la secuencia didáctica donde se comenten y también los elementos afectivos que 
intervengan en el proceso de aprendizaje (González 8: Gómez, 2017). 


EPÍLOGO 


La perspectiva educativa de las dificultades de aprendizaje de las matemáticas y, 
en concreto, del aprendizaje del cálculo aritmético, entiende que la aritmética es 
un aprendizaje instrumental básico en la competencia matemática, sobre la que 
se sustentan todos los demás posteriores conocimientos y competencias de esta 
disciplina. 


En las causas intervinientes en estas dificultades de aprendizaje pueden actuar O 
interactuar diversos factores de índole personal o contextual que dan como 
resultado una dimensionalización (Coronado-Hijón, 2018a) de esas dificultades 
que van desde el denominado bajo rendimiento hasta las denominadas 
discalculias del desarrollo. 


Las Discalculia del Desarrollo se sitúan en el extremo de mayor severidad del 
trastorno de aprendizaje y su prevalencia se sitúa entre el 3 y el 8 % (APA, 
2013). En esta categoría se incluye al alumnado diagnosticado siguiendo los 
criterios de exclusión y discrepancia (Coronado-Hijón, 2015a), recogidos en los 
manuales clínicos (APA, 2013) y que dimensiona con los términos: leve, 
moderado y Severo. 


En un menor grado de severidad pero mayor prevalencia se sitúa la categoría de 
las Dificultades de Aprendizaje de la Aritmética (Butterworth € Reigosa, 2007), 
que englobaría al alumnado con puntuaciones por debajo del percentil 30 en 
rendimiento aritmético. 


Recientemente, el Programme for International Student Assessment del año 
2012 (PISA, 2012) promovido por la Organización para la Cooperación y el 
Desarrollo Económicos (OCDE), y segunda ocasión en que la evaluación del 


rendimiento matemático ha sido el foco de este estudio, identificó una nueva 
categoría referida al alumnado con bajo rendimiento (Low-Performing 
Students), caracterizándolo como aquel cuya puntuación estaba por debajo del 
nivel 2 en la escala de PISA, considerando éste, como el nivel básico de 
referencia para desarrollar competencia funcional matemática. Esta medición del 
nivel competencial se realiza en relación a una escala continua de puntuación, 
donde la puntuación media de la OCDE se fijó en 500 puntos con una desviación 
típica de 100, Con la finalidad de facilitar una mayor dimensionalización, el 
estudio determinó seis niveles, desde el más bajo (nivel 1) hasta el más alto 
(nivel 6). El punto de corte de los estudiantes de bajo rendimiento (Low- 
Performing Students) en matemáticas se determinó por debajo de los 420 puntos. 
Posteriormente, la OCDE (2016) elaboró un informe titulado Low-Performing 
Students: Why They Fall Behind and How To Help Them Succeed?, donde se 
desarrolla la categoría de alumnado de bajo rendimiento, fundamentada en una 
investigación de corte descriptivo, sobre diversas variables o factores de riesgo 
implicados; antecedentes familiares, actitudes hacia la escuela, prácticas 
escolares o las políticas educativas, proponiéndose asimismo, medidas de mejora 
del rendimiento. 


Como resultado de estas evidencias, la perspectiva educativa, se interesa 
principalmente por identificar los errores y necesidades específicas de apoyo 
educativo que presenta un estudiante, en relación y respuesta a la evaluación y 
dimensionalización del grado de dificultad que muestra en su proceso de 
aprendizaje (Coronado-Hijón, 2018b), y para diseñar la respuesta educativa, no 
se centra exclusivamente en las características del sujeto sino también y 
especialmente con un carácter propedéutico, en las barreras contextuales que 
limitan o dificultan el aprendizaje en cada sujeto y contexto y la interrelación 
entre éstos. 


Desde esta perspectiva educativa, entendemos pues, el trastorno de cálculo como 
una dificultad de aprendizaje que muestra un estudiante en la adquisición de 
conocimientos conceptuales y procedimentales y su interrelación significativa y 
funcional acerca de los números y sus operaciones aritméticas básicas, en 
relación a un contexto educativo determinado y a las capacidades y disposición 
motivacional del estudiante hacia este aprendizaje. 


El desarrollo del sentido numérico en el alumnado de nuestras sociedades pasa 
por la adecuada ejecución matemática en el sistema de notación en base 10 
(SNB10) y requiere además de la comprensión de numerales codificados bajo el 
SNB10, basada en la construcción de representaciones simbólicas cognitivas de 
la información arábiga o verbal de un número, también la ejecución de 
numerales codificados en el formato del SNB10, basada en la codificación de 
esos números en el sistema de notación, esa alfabetización y codificación 
matemática, que hemos denominado aquí, la conciencia decimal , es el núcleo o 
factor principal del aprendizaje algorítmico. 


La identificación y dimensionalización de los errores específicos (Coronado- 
Hijón, 2018a) desde una evaluación criterial y formativa, ha de sustentarse en la 
metodología de la observación sistematizada y en instrumentos validados y 
fiables para ese fin (EVADAC; Coronado-Hijón, 2017d). 


Un procedimiento inductivo lleva desde esa necesaria identificación y 
dimensionalización de los errores hasta la propuesta educativa de diseños de 
trayectorias hipotéticas de aprendizaje basadas en las relaciones y conexiones 
entre contenidos conceptuales y procedimentales y el perfil de dificultades y 
errores que subyacen. 


La respuesta educativa, pues, se realiza desde un planteamiento educativo 
inclusivo atendiendo a las características personales, contextuales y de las tareas 
y estrategias de aprendizaje desde una visión sistémica y holística, obtenida 
desde una evaluación criterial denominada evaluar enseñando, basada en la 
observación sistematizada de las tareas y productos de aprendizaje del 
alumnado, para desde ese nivel, diseñar programaciones didácticas adaptadas y 
centradas en el desarrollo de la competencia de resolución de problemas 
aritméticos significativos y funcionales para el alumnado, donde se busca la 
construcción, en la zona de desarrollo próximo de los sujetos, de conceptos, 
procedimientos y actitudes matemáticas funcionales y conexionadas dentro de 
un sentido numérico competente. 
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